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Vorwort zur dritten Auflage. 


Mein Ziel war auch bei der dritten Auflage, ein modernes Buch tiber 
Differentialgleichungen zu schreiben, ein Werk also, das neben den un- 
erlaBlichen Elementen die Dinge bevorzugt, denen man heutzutage in 
erster Linie Geschmack abgewinnen diirfte. 

Fur die neue Auflage habe ich es mir besonders angelegen sein lassen, 
Druckfehler und sonstige Unstimmigkeiten zu beseitigen, die leider der 
zweiten Auflage noch anhafteten. Uberall, wo mir das Wiedetlesen des 
eigenen Buches, 3 Jahre nach dem Erscheinen der zweiten Auflage, den 
Eindruck erweckte, daB die Darstellung noch nicht zur restlosen Klar- 
heit gediehen sei, habe ich getrachtet, bessernd die Hand anzulegen. 

In manchem Betracht hat es die fortschreitende Wissenschaft er- 
laubt, andere Wege der Darstellung zu gehen. So habe ich die Rand- 
wertprobleme bei gewdhnlichen Differentialgleichungen im Gefolge 
einer héchst verdienstvollen Arbeit des Herrn PRUFER neu dargestellt. 
Auch einiges habe ich neu aufgenommen, so z. B. einen AbriB der LIE- 
schen Theorie, den PoincarEschen Wiederkehrsatz, die asymptotische 
Integration. An anderen Stellen habe ich wenigstens durch Verwei- 
sungen auf neuste Literatur den Leser in Beziehung zu dem Wachstum 
der Wissenschaft zu setzen gesucht. Denn nicht jeder auch erhebliche 
Fortschritt 14Bt gleich eine Darstellung im Rahmen eines voraus- 
setzungslosen und dazu noch umfangbeschrankten Lehrbuchs zu. 

Méchte das Wohlwollen, das der Verfasser sich bemiihte, seinen 
Lesern zu bezeugen, einen freundlichen Widerhall finden. 


Berlin, Marz 1930. 
L. BIEBERBACH. 
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Finleitung. 
Unter einer gewohnlichen Differentialgleichung versteht man eine 
Beziehung 


dy dy d"y 
i, (4.9 Fe Tae + ae) 
zwischen einer Funktion y (%) einer Variablen x, einer Anzahl von Ab- 
leitungen dieser Funktion und der Verdnderlichen x. Wenn Ableitungen 
bis zur -ten Ordnung einschlieBlich vorkommen, so spricht man von 
einer Differentialgleichung n-ter Ordnung. So ist z. B. 


| rn. & { 
nn 


eine Differentialgleichung erster Ordnung. 

ay ay =z 

faa sey ay = 0 
dagegen ist eine Differentialgleichung zweiter Ordnung. Die Benennung 
Ordnung bezieht sich auf die Hochstordnung der vorkommenden Ab- 


leitungen und ist nicht mit dem fiir einige Differentialgleichungen zu 
erklarenden Begriff des Grades zu verwechseln. Wir werden z. B. 


ay 

Bie pig ae 
oder 

dy oie mead 

i pos ld tha 


linear oder vom ersten Grad nennen, weil links lineare Funktionen 
von y’ = 4 und y stehen. Das Adjektiv gewdhnlich bezieht sich darauf, 


daB es sich um Funktionen y (x) einer Variablen x handelt. Es setzt 
diese Differentialgleichungen in Gegensatz zu den partiellen, bei wel- 
chen es sich um Funktionen von zwei oder mehr Variablen handelt. 
post z. B. 

Oz Zz 

det dy © 
eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung. 

Es kann auch vorkommen, daB ein System von mehreren Dif- 
ferentialgleichungen fiir mehrere Funktionen oder auch fiir eine Funk- 
tion einer oder mehrerer Variablen vorgelegt ist. Immer aber ist die 
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Aufgabe det Theorie darin zu sehen, die Eigenschaften derjenigen 
Funktionen zu ermitteln, welche einer vorgelegten Differentialgleichung 
oder einem System von Differentialgleichungen gentigen. Am néachsten 
liegt es, einen expliziten Ausdruck fiir diese Funktionen zu suchen. Schwie- 
riger ist es, herauszubekommen, wie der junktionentheoretische Cha- 
vakter, also z. B. der Verlauf des Kurvenbildes der losenden Funktionen, 
von den Eigenschaften der Differentialgleichung abhangt und aus den- 
selben bestimmt werden kann. Es erhebt sich die Frage, wie unter meh- 
veren Lésungen eine mit gegebenen Eigenschaften zu finden ist, es handelt 
sich darum, den numerischen Verlauf einer als vorhanden erkannien 
Lésung zu finden, und viele ahnliche Aufgaben werden der Theorie 
vom mathematischen Griibelgeist, vom Interesse des physikalischen, 
chemischen, astronomischen oder technischen Praktikers gestellt. Allen 
diesen allerverschiedensten Aufgaben muB eine Theorie der Differential- 
gleichungen Rechnung tragen. Sie hat die Aufgaben zu klassifizieren 
und die Mittel zu ihrer Bewéiltigung bereitzustellen, so dap jeder Spezial- 
fall dann nur noch eine mehr oder weniger grofe Einzelarbeit verlangt. 

Unsere niachste Aufgabe wird es sein, die einfachsten Differential- 
gleichungen erster Ordnung zu untersuchen. Sie sollen von der Form 


(1) a= ty) 
sein. Dabei sei / (%, y) in einem gewissen Bereich der x-y-Ebene als 
eindeutige und stetige Funktion gegeben!. 

Unter einer Lésung oder einem Integral einer Differentialgleichung 
verstehen wir irgendeine der 
Differentialgleichung _ genii- 
gende, also differenzierbare 
Funktion. Ihr geometrisches 
Bild heiBt Integralkurve. 

Wir wollen uns an Hand 
einer geometrischen Deutung — 
zunachst eine ungefahre Vor- 
stellung tiber die zu erwarten- 
den Ergebnisse verschaffen. 

Das geometrische Bildeiner 
gewohnlichen Differentialglei- 
chung erster Ordnung (1) ist 
ein Tangentenfeld. Die Diffe- 
rentialgleichung erlaubt es 
namlich, in jedem Punkt des 


1 Wegen der Begriffe ,,Bereich und »Stetige Funktion von zwei Variablen‘“ 
vgl. man z. B. meinen Leitfaden der Differentialrechnung, 3. Aufl., auf S. 115 
und auf S. 116. 
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Definitionsbereiches von {(x, y) die Ableitung der gesuchten Funktion 
und damit die Tangente der gesuchten Kurve zu bestimmen. Wir 
k6nnen uns dieselbe in jedem Punkt durch ein Geradenstiick mar- 
kiert denken!. Abb. 1 veranschaulicht das Tangentenfeld der Differential- 
gleichung 
dy x 

(2) De a ms y > 

Man kann natiirlich nicht in jedem Punkt, aber doch in einigen, 
die Richtung markieren und so schon eine gewisse Vorstellung tiber 
den Verlauf der Lésungen erlangen. Man kann dazu in irgendeinem 
Punkt des Bereiches beginnen und von da ein Stiick Weges der dort 
vorgeschriebenen Tangente entlang bis zu einem Nachbarpunkt gehen. 
Man wird dort wieder der dort 
vorgeschriebenen Tangente fol- Y 
gen? bis zu einem Nachbar- 
punkt, dort wieder zu der ver- 
anderten neu vorgeschriebenen 
Tangente iibergehen usw. So 
bekommt man etwa das Bild 
der Abb. 2. Man wird so durch 
jeden Punkt des Bereiches vor- tee 
aussichtlich eine Kurve finden. 
Gegen diese Uberlegung kann man einwenden, daB man ja eigentlich 
schon sofort nach dem Verlassen des ersten Punktes die Tangente 
andern miiBte, nicht erst nach einer Weile, wenn anders die gefundene 
Kurve iberall die vorgeschriebenen Tangenten besitzen soll. Doch kann 
man sich mit der — spater durch einen biindigen SchluB zu bestatigen- 
den — Vorstellung trésten, daB man sicher eine gewisse Anndherung 
an die wirkliche Lésungskurve erhalten wird, wenn man nur nie zu 
lange ein und dieselbe Richtung einhalt. Eine gewisse Stiitze kann ja 
auch diese Hoffnung schon vorldufig in einer Reminiszenz aus der 
Integralrechnung finden. Betrachten wir namlich die Differential- 


gleichung 


so haben wir es gerade mit der Grundaufgabe der Integralrechnung 
zu tun, und wir wissen, daB dort tatsachlich die Naherungskurven bei 


1 Den Inbegriff eines Punktes und eines durch ihn gehenden Geradenstiickes, 
also analytisch das Zahlentripel (x, y, y’) nennen wir Linienelement. 

2 Es kénnte zweifelhaft sein, in welcher der beiden méglichen Richtungen 
man die Tangente im neuen Punkt zu verfolgen hat. Indessen ist es doch klar, 
da8 man so vorgehen wird, daB die eingeschlagenen Richtungen sich halbwegs 
stetig aneinanderreihen. Nimmt man auf diese Vorschrift Riicksicht, so kann 
man bei geniigend kleinen Schritten nie im Zweifel sein, wie man weitergehen wird. 

1* 
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fortgesetzter Verfeinerung des Verfahrens gegen das Integral konver- 
gieren. Die einzelnen Naherungen sind ja weiter nichts, als die geo- 
metrischen Bilder der Naherungssummen, welche man bei der De- 
finition des bestimmten Integrales zu benutzen pflegt. Ersetzt man 
namlich die Kurve des Integranden durch ein Treppenpolygon und 
zeichnet die Integralkurve dieses Treppenpolygons, so halt diese ge- 
rade in den einzelnen Teilintervallen je eine feste Richtung ein. Diese 
bei der ,,graphischen Integration“ benutzten Kurven sind es, die als 
einfacher Spezialfall dessen auftreten, was wir auch bei den Differential- 
gleichungen antreffen. (Vgl. z. B. meinen Leitfaden der Integralrech- 
nung, 3. Aufl. S. 50/52.) 

Wir wollen aus unserer Uberlegung die Vermutung entnehmen, 
dap durch jeden Punkt unseres Bereiches genau eine Integralkurve der 
Differentialgleichung gehen muB, oder analytisch ausgedriickt, dag es 
genau eine der Differentialgleichung geniigende differenzierbare Funktion 
y (x) gibt, die fiir x = x9 den gegebenen Wert y = yo annimmt, voraus- 
gesetzt, dab der Punkt mit den Koordinaten x9, Vo dem gegebenen Be- 
veiche angehort, in welchem f (x, y) gewisse noch naher anzugebende Eigen- 
schaften besitzt. ; 

Wir wenden uns nun dazu, in einigen Fallen auf einem ersten pri- 
_Mitiven Wege die Lésungen einer vorgelegten Differentialgleichung 
wirklich alle anzugeben. Wir werden dann stets das eben Gefundene 
bestatigt finden, wie denn auch fir 


durch 
y= JIE dE + yo 


diejenige Lésung gegeben ist, welche bei x = %) den Wert y = y, be- 
sitzt. 

Man kann sich auch in dem vorhin gewahlten Beispiel der Dif- 
ferentialgleichung (2), losgelést von jeder allgemeinen Methode}?, leicht 
davon tiberzeugen, daB unsere Vermutung zutrifft. Denn da die Inte- 


gralkurve den Punkt (x, y) mit der Steigung — & passiert, mu8 ihre 


Tangente nach den Regeln der analytischen Geometrie auf der Ver- 
bindungsgeraden dieses Punktes mit dem Koordinatenursprung? senk- 
recht stehen. Da sie also in jedem ihrer Punkte den auch durch diesen 
Punkt gehenden im Koordinatenursprung zentrierten Kreis beriihrt, 


1 Wir werden bald eine solche auf diese Differentialgleichung anwendbare 
Methode kennen lernen. 


: yh eed 
2 Thre Steigung ist y? 8 da8 das Produkt der beiden Steigungen tatsach- 
lich — 1 ist. 
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so sind die Kreise Kurven, welche tiberall die verlangte Tangente be- 

sitzen. Durch 

(3) appor 

miissen also Lésungskurven dargestellt sein. Man rechnet nach, daB 

die aus der Gleichung 

gewonnenen Funktionen tatsachlich der Differentialgleichung (2) ge- 

niigen. Denn differenziert man diese Gleichung nach x, so hat man 
x+yy=0. 

Also ist wirklich die Differentialgleichung (2) von S. 3 durch die Kreise 

(3) erfiillt. DaB unsere Naherungskonstruktion eine gewisse Annahe- 


rung an die Kreise liefert, wird man nach Abb.1 nicht verkennen. 
In Abb. 1 sind ja die Kreise recht deutlich zu sehen. 


Erster Abschnitt. 


Gewohnliche Differentialgleichungen 
erster Ordnung. 


I. Kapitel. 
Elementare Integrationsmethoden. 


§ 1. Die Trennung der Variablen. 


1. Ein Beispiel. Wir wollen die Methode der Trennung der Varia- 
blen zunachst an der Differentialgleichung 


d 
(1) fe 


darlegen. Die Methode geht von der — vorerst unbewiesenen — An- 
nahme aus, daB diese Gleichung Lésungen besitzt. Denkt man sich 
dann fiir y eine der Lésungen der Gleichung eingesetzt, so muB die 
Gleichung 
dy 

Vera nea 
identisch in x gelten. Namentlich mu8 das Integral der linken Seite 
dem der rechten gleich sein. Das liefert 


(2) Ju@oZa=4*. 


Das Integral linker Hand wird durch die Substitutionsmethode be- 
rechnet, indem man durch n = y (&) als neue Integrationsvariable die 
Lésung selbst einfiihrt. Setzt man y (%9) = yo, so findet man 


Vera age 


Di oe ae 
Setzt man dann x2 +. y® = y?, so hat man in 
x2 + y2 = 7 


eine algebraische Gleichung, welcher die gesuchte Lésung geniigen muB. 
Umgekehrt sieht man auch leicht, daB jede dieser Gleichung geniigende 
Funktion y (%) eine Lésung der Differentialgleichung ist. Damit ist 
dann der anfanglich noch ausstehende Beweis fiir die Existenz von 
Lésungen nachtraglich erbracht. Da es genau einen Kreis um den 
Koordinatenursprung durch den Punkt x9, yp gibt, so haben wir damit 
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genau eine Lésung der Differentialgleichung (1) gefunden, die fiir 
*% =%, den Wert y = y annimmt. Da fiir y =0 die Differential- 
gleichung (1) sinnlos wird, so tragen unsere Lésungen sogar weiter, 
als zundchst zu erwarten war. Auf S. 34 wird diesem Umstand weitere 
Beachtung geschenkt werden. 

Die Verwendung der Substitutionsmethode bei der Berechnung des 
Integrales (1) setzt weiter voraus, daB auf der betrachteten Integral- 


a Viens : . A 
kurve Gy Sei Vorzeichen nicht wechselt, daB man sich also auf das Innere 


eines durch die Koordinatenachsen bestimmten Quadranten beschrankt. 

Trotzdem haben wir in den Kreisen auch Liésungskurven durch 
die Punkte der y-Achse gefunden. Es gibt also auch eine Lésung, die 
fiir x =0 einen gegebenen Wert y, annimmt. 

Bemerkung: Alle in diesem Kapitel zu besprechenden Methoden gehen 
von der Annahme aus, da8 Lésungen existieren, und jedesmal kann dieser Be- 
weis dadurch nachgetragen werden, da8 man hinterher verifiziert, daB die ge- 
fundene Lésung tatsachlich der Differentialgleichung geniigt. Wir wollen aber 
diese einténigen Verifikationen in der Folge weder durchfiihren noch erwahnen, 
zumal wir auch im folgenden Kapitel einen allgemeingiiltigen Beweis fiir die 
Existenz der Lésungen kennen lernen werden. 

Eine Differentialgleichung gilt stets dann als gelést oder, wie man 
auch sagt, als integriert, wenn es gelungen ist, eine Lésungskurve durch 
einen beliebig gewahlten Punkt des zugrunde gelegten Bereiches zu 
finden. Das ist in unserem Beispiel der Fall. Verlangt man namlich 
einen Kreis durch den Punkt (%9, yo) der oberen oder der unteren Halb- 
ebene, so muB man nur 7? = x5 + yé setzen. 

2. Die Methode. Die eben dargelegte Methode bleibt stets anwend- 
bar, wenn die vorgelegte Differentialgleichung die Form 

dy _ t(#) 
(3) Specs 
besitzt. Dabei mége f (x) im Intervall a<x<b, p(y) dagegen im 
Intervall « < y <8 stetig erklart sein. — (y) soll daselbst tiberdies von 
Null verschieden sein!. Der Bereich, in dem wir die Differential- 
gleichung studieren, ist dann das Rechteck a= xb, « <4 Be 
Man kann die Gleichung so schreiben: 


9 (y) 2 =f (2). 


Denkt man sich wieder fiir  irgendeine bestimmte Lésung eingesetzt, 
so kann man wie oben integrieren, und findet 


y z 
Somdan= St@dé 
Yo % 


1 Das sind Einschrankungen, die wieder die Verwendung der Substitutions- 
_ methode gew4hrleisten werden. 
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als eine Gleichung fiir diejenige Lésung y (x), welche fiir « = x) den 
Wert y) annimmt!. Wenn die Funktionen f (x) und g (y) nicht zu kom- 
pliziert sind, wird man nun mit der weiteren Untersuchung der Lésung 
keine Schwierigkeiten mehr haben. In komplizierteren Fallen kann es 
aber geschehen, daB mit diesen einfachen Schritten erst die geringste 
Arbeit geleistet ist. 


3. Substitutionen, die zur Trennung fiihren. Haufig tritt der Fall 
ein, daB erst nach Einfiihrung einer neuen unbekannten Funktion oder 
nach Einfdhrung einer neuen unabhangigen Variablen der eben ein- 
geschlagene Weg gangbar wird. So hat z. B. 


dy 


(4) Fae aoe 
nicht die bisher zugrunde gelegte Form (3). Wahlt man aber 
v=“*+y 

als neue unbekannte Funktion, so wird die Differentialgleichung 

a = ve 
Nun k6énnen die Variablen getrennt werden, solange nicht v = — 1 
wird. Man findet dann 

ly + il 

lo =%4— 
6 | %+1 | ae. 
oder 
v= —1+ (m+ lje*-*. 

Also wird 
(5) y= —%— 14+ (14 x + yo) e*-*. 


Dabei ist noch v9 = %) + yo gesetzt. Tatsdchlich stellt diese Glei- 
chung eine Funktion dar, die fiir x = x) den Wert y, annimmt und die 
der Differentialgleichung gentigt. Fiir sie wird nirgends y + + = — 1, 
es sei denn, daB x) + yp = —1 vorgegeben wird. Dann ist aber die 
Lésung y = — % — 1 selbst, die also doch auch in (5) enthalten ist. 
Durch die gleiche Substitution werden bei allen Differentialglei- 
chungen von der Form 
= = f(* +) 
die Variablen getrennt. 
Ahnlich behandelt man y’ =f («x + By). 


4. Homogene Differentialgleichungen. Es gibt eine weitere ziemlich 
umfassende wichtige Klasse von Differentialgleichungen, in welchen 


1 Der Leser verifiziere, daB jede durch diese Gleichung definierte Funktion 


der Differentialgleichung (3) geniigt und daB es wegen (Yo) + 0 nach dem Satz 
liber implizite Funktionen solche Lésungen gibt. 
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sich durch eine einfache Substitution die Variablen trennen lassen. 
Ich meine die Differentialgleichungen der Form 

ay) hy 
(6) saideak 
Man pflegt Differentialgleichungen der Form (6) oft auch homogen zu 
nennen. Hier hilft die Substitution 


durch die v als neue unbekannte Funktion eingefiihrt wird. Die Diffe- 
rentialgleichung wird dann 


vx+tv=f(v) 
oder 
pee IAC =~ 2 
x 

Die Variablen sind also getrennt. Will man aber hier die Methode 
von S.6 verwenden, so mu8 man neben x +0 auch f (v) —v +0 
voraussetzen. Dadurch wird aber nicht nur das Intervall eingeschrankt, 
in dem die Bestimmung der Lésung mit Hilfe des Verfahrens gelingt, 
sondern es gehen auch gewisse Lésungen der Differentialgleichung 


ae #(2) verloren. Wenn namlich die Zahl « der Gleichung f («) — « 


Vv 


dx 
= 0 gentigt, so ist y = «x eine Lésung der Gleichung (6). 

Dieses Vorkommnis enthalt einen Hinweis darauf, daB es wiinschens- 
wert sein kann, den Begriff der Lésung weiter zu fassen, als dies bis- 
her geschehen ist, namlich so, daB durch Transformationen, wie die 
eben benutzte, keine Lésungen verlorengehen. Wie das zu bewerk- 
stelligen ist, wird spater klar werden. 

5. Substitutionen, die auf homogene Differentialgleichungen fithren. 
In anderen Fallen fiihren andere Substitutionen auf homogene Differen- 
tialgleichungen. Fihrt man z. B. in 


d 
(~ — y?) + 2 xy =0 
v = y? ein, so erhalt man die homogene Gleichung 
v dv 
Auf homogene Differentialgleichungen lassen sich im allgemeinen 


auch die folgenden zuriickfihren: 


dy A#z+By+C 
(7) dx az+by+e° 


Falls namlich C = 0 und c = 0 ist, so ist die Gleichung bereits homogen. 
Durch eine passende Transformation kann man aber diese Gestalt oft 
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herstellen. Der Gedanke ist der: Man betrachte die beiden Geraden 
Ax+By+CcC=0, ax+tbytc=0. 


Man bringe durch eine passende Verschiebung des Koordinatensystems, 
also durch eine Substitution der Form: 

(8) x=uth, y=v+k 

den Schnittpunkt der beiden Geraden in den Koordinatenanfang. Das 
geht immer, wenn Ab — Ba + 0 ist, d.h. wenn die beiden Geraden 
nicht parallel sind. Dies werde also zunachst angenommen. 

Durch die Substitution (8) wird sowohl eine neue unabhangige 
Variable wie eine neue unbekannte Funktion eingefiihrt. Man findet 
leicht, daB dd ay 
du dx 
ist. Die Substitution (8) liefert zunachst 

dv _Au+Bv+(Ah+ Bk+C) 
du au+tbv+(ah+bk+c) 
Nun bestimme man / und k aus den beiden Gleichungen 
Ah+BkR+C=0, ah+bkt+c=0. 


Diese sind lésbar, weil Ab — Ba +0 sein soll. Die transformierte 
Gleichung ist dann homogen. 

Wenn aber Ab — Ba =0 ist, so kann man die Gleichung nicht 
auf eine homogene Gleichung zuriickfiihren, aber man kann fur 6 + 0 
die Differentialgleichung so schreiben: 

B Be 
ich a Fp i oa 
ax ax+tbyte 

Dann fiihre man durch 


v=ax+by+e 
eine neue unbekannte Funktion v ein. Die Gleichung wird dann 


B Be 
PaCS ae a 
o\aw ae eke v 
oder dv _(B+4a)v4+Cb—Bb 
ax v . 


Hier sind die Variablen getrennt. Dabei ist angenommen, daB b + 0 
sei. Der Fall 6 = 0 erledigt sich ja von selbst, weil dann auch B = 0 
oder a =0 sein mu8, wenn nicht wieder der vorweggenommene Fall 


Ab—Ba+0 
vorliegen soll. Im Falle B = 0 sind aber die Variablen getrennt, wahrend 


im Falle a = 0 nach S. 8 die Substitution A x + By =v zur Trennung 
der Variablen fihrt. 
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§ 2. Lineare Differentialgleichungen. 


1. Erste Methode. Die linearen Differentialgleichungen erster Ord- 
nung haben die Gestalt 


(1) ze tty + 9() =0. 


Die Koeffizienten /(x) und g(x) mégen in einem Intervall stetig er- 
klart sein. Zur Integration der linearen Differentialgleichungen fiihrt 
der Ansatz y =u-v, durch den zwei Hilfsfunktionen u(x) und v(x) 
eingefiihrt werden. Die Gleichung wird dann 


u(v’+foytwvtg=0. 
' Nun bestimme man v aus der Gleichung: 
(2) ; vo + f(x)v=0. 
Dann bleibt fiir u: 
wotgp=0. 
In beiden Gleichungen kénnen dann die Variablen getrennt werden. 
Man findet 


z 
—fraé 
Vi==Waieu? 
Daher wird 
2 x 
; +f ae 
u=——[olie * dytm. 


So hat man schlieBlich: 


x 
a x +f1(@aé 
—Jrédé 1 2. 
ve J {uo— 5- Jee e az}. 
Xo 


- Dann wird 


— J eas 2 + fr@ag 
see oh (yo —feine % ax} 
Xo 
dasjenige Integral unserer Differentialgleichung, welches fiir + = %» den 
Wert y, annimmt. Es ist in jedem Intervall stetig und mit stetiger erster 
Ableitung versehen, in dem die Koeffizienten von (1) stetig sind. 


2. Zweite Methode. Wir wollen die Integration der linearen Glei- 
chung (1) noch etwas anders darstelien. Zwar ist es im Grunde genau 
das gleiche, doch wollen wir die Gelegenheit benutzen, um an einem 
einfachen Beispiel die Methode der Variation der Konstanten kennenzu- 
lernen. Wenn in der Gleichung 


y + fle)y + 9 (x) = 0 
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p(x) = 0 ist, die Gleichung also, wie man sagt, homogen? ist, so sind 
die Variablen getrennt und man findet als allgemeines Integral 
— fr (&) dé 
y=ce % : 


Dabei ist c eine beliebige Konstante®, die Integrationskonstante. Der 
Grundgedanke der neuen Methode ist es nun, in der imhomogenen 


Gleichung 
yp ta) y > Pk) == 0, 
in der also nun g(x) nicht identisch verschwindet, den Ansatz 
= fra 
=c(x)e % 


zu machen, also die Konstante c(x) zu variieren, d. h. durch eine noch 
zu bestimmende Funktion von x zu ersetzen. (Man erkennt jetzt wieder 
das Produkt von zwei Funktionen, das bei der ersten Darstellung 
den Ausgang bildete.) Man findet dann 


= frag 
Cems + p(x)=0 
und berechnet daraus c(x). So findet man dann die schon vorhin 
angegebene Auflésungsformel wieder. 


8. Die Bernoutuische Differentialgleichung. Auf die linearen Glei- 
chungen 148t sich die BERNovuLLIsche Differentialgleichung 


Y+tt«ay+te(sy= (x + 1) 
zuruckftihren. Man hat sie nur so zu schreiben: 
ye yi LYE. ( etx) == 0), 


um zu erkennen, daB die Substitution v = y1-” auf die lineare Gleichung 


*_ oy + v-f(x) + p(x) =0 


l—n 


fiihrt. 

Oft erweist es sich als niitzlich, von der Differentialgleichung fiir 
die unbekannte Funktion (x) zur Differentialgleichung fiir die Um- 
kehrungsfunktion x(y) tiberzugehen. Ist namlich x(y) bestimmt, so 


1 Das Wort homogen wird also jetzt in anderem Sinne gebraucht als bei 
den Differentialgleichungen 


auf S.9. Jetzt bezieht es sich darauf, da die linke Seite eine homogene Funktion 
von y’ und y ist, wahrend es sich friiher darauf bezog, daB die rechte Seite eine 
homogene Funktion von # und y war. 

2 Sie war vorhin mit vy bezeichnet. 
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ist natirlich damit auch implizite y(x%) bekannt; jedenfalls sind zu 
seiner Bestimmung keine Differentialgleichungen mehr. zu lésen. Oft 
ist aber die Differentialgleichung der ee eceunUon leichter an- 
greifbar. 

Wenn z. B. die Gleichung 


ax ag 
dy (% sin y —yx)=1 
vorgelegt ist, so wird daraus 
d : 
es yx —siny:x27=0. 


Das ist eine BERNOULLIsche Gleichung fiir x, die wir integrieren kénnen. 


§ 8. Einparametrige Kurvenscharen. 


1. Kurvenscharen. In einem Bereich B sei die Funktion p(x, y) 
eindeutig und stetig erklart. Ihre Werte im Bereich B erfiillen dann 
eine gewisse Strecke einer Zahlengeraden, der c-Achse. Versteht man 
-dann unter c irgendeinen Wert aus diesem Intervall, so definiert die 
Gleichung 
(1) y(%,¥) =6 
eine Kurve des Bereichs B. Kurven, die zu verschiedenen c-Werten 
gehéren, treffen sich nicht im Bereiche B, weil in diesem Bereich 
w(x, y) eine eindeutige Funktion ist. Die Gesamtheit dieser Kurven 


bildet eine einparametrige Kurvenschar. c heiBt der Parameter der 
Schar. Eine solche Schar kann auch durch eine Gleichung der Form 


y(x,¥,c)=0 


definiert sein. Es wird dann im allgemeinen nicht zu jedem x-y-Paar 
nur ein c-Wert gehéren. Es werden vielmehr im allgemeinen durch 
jeden Punkt des Bereiches B mehrere Kurven der Schar gehen. Die 
Auflésung kann dann mehrere Funktionen 


c= (x, 4) 


ergeben. Wir wollen voraussetzen, daB p(x, ¥,c) in einem gewissen 
Gebiete G der x, y, c eine eindeutige stetige Funktion von %, y,c ist, 
a stetige partielle Ableitungen nach x, nach y und nach c¢ besitzt ; 


= sei in G von Null verschieden. In der Umgebung eines jeden solchen 


der Gleichung y(x, y, c) =0 geniigenden Wertetripels %9, Vo, Co werden 
dann die bekannten Sadtze! iiber implizite Funktionen verwendbar, 
und man hat daher in der Umgebung einer jeden solchen Stelle (9, V9) 


1 Vgl. z. B. meinen Leitfaden der Differentialrechnung, 3. Aufl., S. 125 ff. 
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eine oder mehrere eindeutige und stetige Auflésungen 


C= P(X, V), C= P(X» Yo)» 


den verschiedenen Werten cy entsprechend, die zusammen mit %9, Vo 
Stellen %9, Vo, Cy aus G ergeben, fiir die y(%», Vo, Co) = 0 ist. 


2. Differentialgleichungen. Wir setzen nun weiter voraus, daf 
w(x, y) mit stetigen ersten Ableitungen versehen sei und nehmen an, 
daB co, X9, Yo ein der Gleichung (1) geniigendes Wertetripel sei, fiir das 


5 (0, 49) +0 ist. Nach dem Satz tiber implizite Funktionen gibt es 


dann in der Umgebung von x = %, eine stetige mit stetiger erster Ab- 
leitung versehene Funktion y (x) , die der Gleichung cy = p(x, ¥y) genigt, 
und fiir die y(% 9) = > ist. Das gleiche gilt aus Stetigkeitsgriinden 
fiir alle c-Werte, die von cy hinreichend wenig verschieden sind. Dann 
gilt der Satz: 

Die Kurven einer jeden einparametrigen Kurvenschar geniigen (in 
einem, wie vorstehend beschriebenen, geniigend kleinen Bereich) ener 
Differentialgleichung erster Ordnung. 

Wenn man namlich die Gleichung 


c=y(x,y) 
nach x differenziert, so bekommt man 


d 
a vey 


Ox ' Oy ax’ 
und dies ist schon die gewtinschte Beziehung zwischen %, y, y’ der 


durch unsere Gleichung dargestellten Kurven. 
Ist die Schar in der allgemeinen Form 


(2) p(x, y,¢) =0 

gegeben, so wird analog 

(3) Oy , Opdy =i 

Eliminiert man dann c aus den beiden letzten Gleichungen (2) und (3), 
so erhalt man die gewiinschte Differentialgleichung. 


8. Beispiele. Zwei Beispiele werden die Dinge vollends klarlegen. 
Die Tangenten einer Kurve 


| n = (6) 
machen eine einparametrige Kurvenschar 
(2’) 9 LENG hele) ria) 


aus. € ist der Parameter der Schar (vorhin c genannt). Differenziert 
man nach x, so findet man natiirlich 


(3’) pare ag) 
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fiir die Richtung der Tangenten. Nun hat man é aus beiden Gleichungen 
(2') und (3’) zu eliminieren, wenn man nicht die beiden Gleichungen 
y=7(5) +7 (6) (%— 6) 
y' =f (8) } 
etwa als eine Parameterdarstellung der Differentialgleichung selbst 
ansehen will. Tatsachlich werden wir uns spater mit Differential- 
gleichungen befassen, die in dieser Form gegeben sind oder auf diese 
_ Form gebracht werden kénnen. 
Wenn z. B. 
es 
die vorgelegte Kurve ist, so hat man 
vy = €? + 28 (x — £) 
und 
y = 26. 
So erhalt man die Differentialgleichung 


'(x—%) oder y'?—4xy'+4y=0 


3 Fae 
der ee 
Durch 
x2 + i — 7 
ist die Schar der konzentrischen Kreise gegeben. Also wird 
x+tyy =0 


die Differentialgleichung der Schar. 
Ebenso wird 
2yy —1=0 
die Differentialgleichung der Parabelschar 
= 4+. 


§ 4. Exakte Differentialgleichungen. 


1. Die Methode. Die Betrachtungen des vorigen Paragraphen 
fiihren uns zu einer weiteren Integrationsmethode. 

Wenn namlich die Koeffizienten P(x, y) und Q(x, y) einer Diffe- 
rentialgleichung 


d 
(1) P+07= 
-in einem aiaen Gaia caer ot Bereich B stetige mit stetigen 


ersten Ableitungen versehene Funktionen sind, welche der Integra- 
bilitatsbedingung 
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gentigen — solche Differentialgleichungen heiBen exakt —, so gibt 
es nach bekannten Satzen der Integralrechnung eine in B eindeutige 
und stetige Funktion g(x, y), deren Ableitungen P und Q sind. Dann 
besagt aber die Differentialgleichung, die man dann in der Form 
dp | Opdy _ 

(2) ees 

schreiben kann, weiter nichts, als daB langs einer jeden Integralkurve 
der Differentialgleichung die Funktion p(x, y) einen konstanten Wert 
annimmt. Dann ist g(x, y) =C eine Schar von Integralkurven. 


2. Beispiele. Wenn z. B. die Gleichung 


vorliegt, eine homogene Gleichung, die man auch nach S. 9 behandeln 
kénnte, so ist die Integrabilitatsbedingung fiir die Koeffizienten er- 
fiillt. Man berechnet dann bekanntlich die Funktion g(x, y) so: Da 
die x-Ableitung von g den Wert x? besitzt, so findet man 


p= fedex t+ yy) =% +46). 


Hier bedeutet p(y) eine Funktion von y, die nun aus der Bedingung 
zu bestimmen ist, daB 


ay = 
sein soll. Das liefert aber 
y' (vy) =? 
Also wird 
y3 
B10) apace 
So finden wir 
Oe x oe ys yy, 


DaB die Ableitungen dieser Funktion die richtigen Werte haben, be- 
statigt man leicht. So sind also 


x8 +4 48 = 


Lésungen unserer Differentialgleichung, Wiinscht man insbesondere eine 
Integralkurve durch den Punkt x9, %), so wird 


x8 + v8 = 46 + 95 
deren Gleichung. 

Alle Differentialgleichungen, in denen die Variablen getrennt sind, 
kénnen sofort als exakte Differentialgleichungen geschrieben werden. 
Aus 

Ines 


dx p(y) 
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folgt ja sofort 
Pe Py) = 0: ee 
Man erkennt, daB die Integrabilitatsbedingung erfiillt ist. 


- § 5. Der integrierende Faktor. 


1. Begriffspestimmung. Wenn die Koeffizienten der Differential- 
gleichung 


(1) P (x,y) + Q (xy) 2 =0 


nicht der Integrabilitatsbedingung des § 4 geniigen, so kann man doch 
hoffen, dieselbe durch Multiplikation mit einer geeigneten Funktion 
M (x, y), in eine exakte Differentialgleichung zu verwandeln. Man 
nennt diese Multiplikator oder auch integrierender Faktor. Wenn man an- 
nimmt, da8B die Differentialgleichung Lésungen besitzt, und daB die 
Schar ihrer Lésungskurven durch 


(x,y) =¢ 
gegeben ist, und daB partielle Ableitungen erster Ordnung besitzt, 
so muB die Differentialgleichung auf die Form 


oKiy 
ay™ Ox 
ieee 
oy 


gebracht werden kénnen. Daher muB 


oO” 

ge EP 

9” a9 

Dy 

sein. Daraus folgt 

a” OP 

Ox _ ay 
Pe PaO 


Setzt man den gemeinsamen Wert dieser beiden Quotienten gleich 
M (x,y), so findet man, daB 


Ta CX 
5 = MP, 57 = MO 


ist, daB also tatsachlich die Differentialgleichung 
dy _ 
ESM 0 
exakt ist. 


2. Auffindung eines Multiplikators. Wie kann man aber eine 
solche Funktion M wirklich bestimmen ? Wir setzen voraus, daB M, P 


BIEBERBACH, Differentialgleichungen. 3. Aufl. ; 2 
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und Q stetige partielle Ableitungen erster Ordnung besitzen, betrachten 
also weiterhin nur Differentialgleichungen, die dieser Voraussetzung 
geniigen, und nennen auch nur Funktionen der angegebenen Art Multi- 
plikatoren. Da dann die Funktionen MP und MQ der Integrabilitats- 
bedingung gentigen miissen, so findet man fir M die partielle Diffe- 


rentialgleichung 
O(MP)_ 9(MQ) 


q Oy Ox 
Man kann sie auch so schreiben: 


OM OM OP 0Q 
Mere Oper ON peice ae) lk 
Man mag geneigt sein, die Integration dieser partiellen Differential- 
gleichung fiir schwieriger zu halten, als die der urspriinglich vor- 
gelegten gewohnliclhen Differentialgleichung. Indessen muB man _ be- 
denken, da8 man fiir unsere Zwecke nur irgendeine, lange nicht die 
allgemeinste Lésung der partiellen Differentialgleichung braucht. Und 
tatsachlich ist es oft leicht, aus dem bloBen Anblick dieser Gleichung 
eine ihrer Lésungen zu finden. 
Wenn z. B. 


yess 
Q\dv Ox 
nur von % abhangt, so kann man der partiellen Differentialgleichung 
durch eine Funktion gentigen, die nur von x abhangt. Denn macht 
man die Annahme 
aM _ 
oy” 
so reduziert sich die partielle Differentialgleichung auf 


of aM (Se 2) 


0, 


Oy Ox 
oder ; 
MP0s 
Mas Ose: 
Daraus findet man sofort 
Py—Qz 
Vie—ae ite gi, 


3. Beispiel. Die linearen Differentialgleichungen k6nnen auf diese 
Weise integriert werden. Doch sind dies natiirlich nicht die allgemeinsten 
hierher gehorigen Differentialgleichungen. Denn auch 


y + xy +siny + (x + cosy) =0 


kann so integriert werden. Ein Multiplikator ist e*. Das allgemeine 
Integral wird 


e*(xy + siny) =c. 
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4. Mehrere Multiplikatoren. Manchmal kann man Vorteil aus der 
Kenntnis des Zusammenhanges zwischen den verschiedenen~ Multi- 
plikatoren ein und derselben Differentialgleichung ziehén. 

Wenn namlich M(x, y) ein Multiplikator,.und f(x,y) =c ein all- 
gemeines Integral', einer gewdhnlichen Dijjerentialgleichung (1) sind, so 
ist auch M-f ein Multiplikator. Denn man rechnet nach: 


a(MfP) _ a(MfQ) 


= yup? ‘ug ag as per ous) 


oy Ox 
a of of ihe 0(MQ) 
= MPs —MQz5, US 52 canara aE =0 
dy Of 
=—mMo(254 +54) wegen P+92=0 
A of ayy. 
= 0 wegen ae aed Dye 
Da weiter ein allgemeines Integral auch in der Form - 
p(f) =C 


geschrieben werden kann, wenn man unter (w) eine willkiirliche: 
nirgends konstante differenzierbare Funktion versteht, so ergibt sich, 
daB auch 


| M-¢(f) 
ein Multiplikator ist. 

Wenn umgekehrt der Quotient zweier Multiplikatoren M, und M, 
nicht von x und y unabhangig «st, so stellt 


ein allgemeines Integral der Differentialgleichung dar. Wenn namlich 
f und g in einem gemeinsamen Bereich erklart sind, und wenn langs be- 
liebiger Kurven y = y (x), die dem Bereich angehoren, . 


dy ay 
ge NP + MO e / 
und 
dg dy 
AES => M,P = M.Q = 


ist, so stellen sowohl 
H(%,y) =e wie g(x,y) =C 


fiir einen gemeinsamen Bereich ein allgemeines Integral dar. Langs 
einer jeden Integralkurve des Bereiches haben sowohl f wie g konstante 
Werte. Die Werte von g sind also bestimmt, wenn die von f gegeben sind. 


1 Vorbehaltlich einer spdteren scharferen Begriffsbestimmung werde unter 
einem allgemeinen Integral eine mit stetigen partiellen Ableitungen erster Ordnung 
versehene Funktion f(%, y) verstanden, derart, da8 man alle einem gegebenen 
Bereich B angehérigen Integralkurven durch f(¥, y) = darstellen kann. 

oe 
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Daher kann g als Funktion von f dargestellt werden. Nun hat man aber 
langs einer beliebigen Kurve 


dg = M,(P + Qy’) ha pase 
df MUP Cy) eM, 


Da aber weiter, wie wir eben sahen, 


g =F if) 
ist, so ist auch 
dg sr 
rie Ee 
Daher ist wirklich 
M, ey a4 
Tee F’ (f) =¢ 


M. : ; 
ein allgemeines Integral. Denn We hat langs einer jeden Integralkurve 
1 
des Bereiches einen konstanten Wert und besitzt auch stetige partielle 
Ableitungen erster Ordnung, weil dies nach der Begriffsbestimmung 


des Multiplikators fiir M, und M, der Fall ist. 


5. Beispiel. Man kann von diesen Bemerkungen auch aut die 
folgende Weise zur Integration von Differentialgleichungen Gebrauch 
machen. Es sei z. B. ein Multiplikator von 


eet) ate (stat y).) aU 
zu bestimmen. Wir schreiben die Differentialgleichung so: 
Veta Va) tea (tee )) a0 
Betrachtet man dann erst einmal die beiden Differentialgleichungen 
vty =0 und x+yy'=0 


gesondert fiir sich, so ist man leicht in der Lage, die simtlichen Multi- 
plikatoren einer jeden derselben zu bestimmen. Die erste besitzt den 
Multiplikator x-3y-? und x-? + y-* =c ist ein allgemeines Integral. 
Also ist 
Hi Ota et OF *) 
der allgemeinste Multiplikator der ersten Gleichung. Ein Multiplikator 
der zweiten ist 1 und x? + y* =c ist ein allgemeines Integral. 
Also ist 
f(x? + y?) 

ihr allgemeinster Multiplikator. Wenn es nun gelingt, eine Funktion 
zu finden, die als Multiplikator der beiden Differentialgleichungen zu- 
gleich brauchbar ist, so ist dieselbe auch ein Multiplikator der urspriinglich 
gegebenen Differentialgleichung. Es kommt also darauf an, der Bedingung ~ 


an? 8 Ei (art stay) eth eel) 
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zu genugen. Man sieht leicht, daB es hinreicht 


f(a + 9°) = (0 + 2) und F(x? 4 2) = (2 + 4) 
zu wahlen. Daher ist 
eer es 
ein Multiplikator der gegebenen Differentialgleichung. Man priife die 
Richtigkeit dieser Angabe durch Betrachtung der Integrabilitats- 
bedingung nach. 


§ 6. Die CLAIRAUTsche Differentialgleichung und 
Verwandtes. 


1. Allgemeine Vorbemerkung. Die Differentialgleichungen 
y=1(%, y') 
eG) 
x = f(y’) 
x=f(y,y') 
werden am zweckmaBigsten dadurch behandelt, daB man 


y=? 

-als neue unbekannte Funktion einftihrt. Kennt man namlich erst ein- 
mal y’ als Funktion von %, so setze man diese in die gegebene Dif- 
ferentialgleichung ein, um damit eine Gleichung zwischen x und y 
aliein zu erhalten. Man verifiziert dann, daB sie ein Integral der Dif- 
ferentialgleichung liefert. 

2. Die CLarrautsche Differentialgleichung. Den Verlauf des Verfahrens 
wollen wir uns jetzt am Beispiel der CLarRAuTschen Differentialgleichung 


Ve Vt | At) 
etwas naher ansehen. Wir denken uns in die Differentialgleichung 
irgend eine Lésung derselben eingetragen. Von den Lésungen wird vor- 
ausgesetzt, daB sie eine stetige Ableitung y’ haben. Um eine Differential- 
gleichung fiir die neue unbekannte Funktion 
md rece 

zu bekommen, setzen wir voraus, daB y’ eine Ableitung nach x und daB 
f(y’) eine Ableitung nach y’ besitze. Wir differenzieren 


y=xp+f(p) 
nach x So finden wir 
| p=ptxp’ +f (pp 
oder 


p(x +f (d)) = 
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Diese Gleichung ist erfillt, wenn entweder 
p’ = 0 


oder wenn 


4 tT (Pp) 0 


Ist in einem Intervall p’ =0, so folgt 


b = c = constans. 
Daher wird dann 
y= xe + f(c) 


ein Integral. Man erhalt.so eine Schar von geraden Linien. Man wird 
dazu bemerken, daB 


y= xc + {(c) 
fiir konstantes c ein Integral der CLarRAUTschen Differentialgleichung 
ist, unabhangig von jeder iiber die Eindeutigkeit hinausgehenden Vor- 
aussetzung tiber /(c). 
Im zweiten Falle aber sei in einem Intervall 


x=—f(p). 
y=xp+f(), 
y=—pf(6)+f() 


zusammen gibt, falls /’’(p) + 0 ist, eine Parameterdarstellung einer be- 
stimmten Kurve der x-y-Ebene mit p als Parameter, die gleichfalls der 


Differentialgleichung geniigt. Denn auch fiir diese Kurve wird, wie man 
leicht ausrechnet, 


Dies mit 


d. h. mit 


Vas Die 
Allerdings muB man dazu, wie gesagt, noch voraussetzen, daB f eine 
zweite nicht verschwindende Ableitung besitzt. 

3. Singulares Integral. Diese Einzelkurve, die zu der Geraden- 
schar noch hinzutritt, nennt man ein singuldres Integral, wahrend man 
im Gegensatz dazu die Geraden als partikuldre Integrale bezeichnet. Im 
Falle der CLarrauTschen Differentialgleichung ist das singulare Integral 
die Enveloppe der einparametrigen Schar der partikularen Integrale. 
Will man namlich die Enveloppe der Geradenschar 


y= xe + f(c) 


bestimmen, so hat man bekanntlich! diese Gleichung nach dem Para- 


1 Ohne jetzt auf eine allgemeine Theorie der Enveloppen einer beliebigen 
Kurvenschar eingehen zu wollen, sei hier nur so viel gesagt. Bei den Geraden- 
scharen | 

y=ae-+ f(c) 
mégen vorab die folgenden Bemerkungen Platz haben. Da wegen der Eindeutig- 
keit von f(c) keine zwei Schargeraden einander parallel sind, so schneiden sich 
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cs) 


meter c zu differenzieren und dann aus beiden Gleichungen ¢ zu eli- 
minieren. So findet man hier fiir die Enveloppe 


= —}'(c) 
y=xe+f(c).’ 
Das ist aber gerade die Parameterdarstellung des singularen Inte- 
grales. Da aber nun die Enveloppe von den Kurven des allgemeinen 


Integrals beriihrt wird, so geniigen auch ihre Linienelemente der Dif- 
ferentialgleichung. Unter einem Linienelemente verstanden wir ja ein 


je zwei derselben. Wenn man eine Kurve sucht, die von den Geraden der Schar 
beriihrt wird, so kann man sich gegenwArtig halten, daB zwei geniigend benachbarte 
Tangenten sich in der Nahe ihrer Beriihrungspunkte schneiden und daB der Be- 
riihrungspunkt der Geraden c als Grenzlage des Schnittpunktes der beiden Geraden 
e¢ und c+ h fiir h—>0 aufgefaBt werden kann. Der Schnittpunkt aber bestimmt 
sich aus den beiden Gleichungen 


y= xe + f(c) 
y=a(oth)t+f(o+h) 
oder auch aus den beiden Gleichungen 
y=%e+ f(c) 
i \ ne 
Fee rai ee TM, 
h 
Geht man nun zu h->0 iiber, so erhalt man, wie im Text angegeben wurde, zur 
Bestimmung des Punktes, in dem die Gerade c die Enveloppe beriihrt, die beiden 
Gleichungen 
y= xe f(c) Rae y= —ef (ce) +F(c) 
0O=*+/ (0c), a=—f(c), 
die man als eine auf den Parameter c bezogene Darstellung der Enveloppe auf- 
fassen mag. Man setze also wieder /” (c) += 0 voraus. Man iiberzeugt sich dann 
leicht, daB die Enveloppe in ihrem Punkt c von der Schargeraden c¢ beriihrt wird. 
Denn die Gleichung der Tangente an die Enveloppe im Punkte ¢ wird ja 
y=ac+ fc). 
Bei diesen letzten Darlegungen ist durch /’(c) + 0 angenommen, daB die 
beiden Gleichungen 
x= —f' (0) 
y=—ef()+f(c) 
tatsachlich eine Kurve bestimmen. Von Interesse ist aber auch der Fall, daB /’ (c) 
von c unabhingig ist. Sei etwa //(c) =a. Dann wird f(c) = ac +}, also die 
Enveloppe durch den Punkt 
*=—a, y=b 


geliefert. Tatsachlich bestehen dann ja auch die Lésungen der Differentialgleichung 
y=ay tay +b 


aus den geraden Linien 
; y=xweo+tac+b, 


die alle durch den Punkt 


hindurchgehen. 
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Wertetripel x, y, y’ oder geometrisch einen Punkt x, y vereinigt mit 
einer ihn passierenden Geraden. Da dann aber alle Linienelemente 
der partikularen Integrale der Differentialgleichung gentgen, so ge- 
niigt auch ein jedes Linienelement, das ein solches partikulares Integral 
mit der Enveloppe im Bertihrungspunkt gemeinsam hat, der Diffe- 
rentialgleichung. Da aber die Enveloppe nur solche Linienelemente 
besitzt, so ist es nicht verwunderlich, daB die Enveloppe der parti- 
kularen Integrale der Differentialgleichung gentigt. In diesen Bemer- 
kungen ist schon das allgemeine Gesetz begriindet, daB stets auch bet 
anderen Differentialgleichungen die Enveloppen der partikularen Inte- 
grale als singulare Integrale der Differentialgleichung geniigen. 


4. Weitere Integralkurven. Zum SchluB méchte ich nun noch auf 
eine sehr merkwiirdige Tatsache aufmerksam machen. Man kann 
namlich aus geradlinigen Stiicken und einem Bogen der Enveloppe 
noch weitere Integralkurven zusammensetzen: Man gehe von einem 
Punkte aus und verfolge eine ihn passierende Gerade der Schar bis zu 
ihrem Beriihrungspunkte mit der Enveloppe und verfolge dann diese 
in der Ankunftsrichtung weiter bis zu einem beliebigen ihrer Punkte 
und gehe in diesem wieder auf die dort berithrende Schargerade wber. 
Eine solche Kurve besitzt in jedem Punkte eine stetig sich andernde 
Tangente und ist aus lauter Linienelementen der Differentialgleichung 
zusammengesetzt, ist also eine Integralkurve. Wir haben so drei Arten 
von Integralkurven der CLArRAUTschen Gleichung kennengelernt. Die 
Geraden, die Enveloppe und Kurven, die aus Geraden und einem 
Enveloppenbogen bestehen. Fiir die Existenz der Enveloppe muBten 
wir auBer der Eindeutigkeit noch die zweimalige Differenzierbarkeit 
von f und /” +0 voraussetzen. KAMKE! und LIEBMANN? haben ge- 
zeigt, daB es weiter keine Integrale gibt. Die Beweise konnten dort 
sogar unter geringeren Voraussetzungen tiber f gefiihrt werden. 

5. Die Lacrancesche Differentialgleichung. Auch bei der LAGRANGE- 
schen Differentialgleichung 


x+yfly') + vy’) =0 
erlaubt es die Einfiihrung von 
y= -, 
die vorzunehmenden Auflosungsprozesse erst nach der Integration aus- 


zufihren. Fiihrt man namlich y’ = ein und differenziert nach x, 
so erhalt man 


1+ pf(t)+ yf (0) P+ ¢ (b)p' =0. 


Fubrt man nun noch y statt x als unabhangige Variable ein, so erhalt 
man 


1+ pi) + rf es + ¢'b)b se = 0° 


1 Math. Zeitschr. Bd. 27. 2 Math. Zeitschr. Bd. 29. 
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fur p(y). Geht man zur Umkehrungsfunktion y(p) iiber, so wird 


(1+ pi) +7 6) +9! (6) <0 


und das ist eine lineare Differentialgleichung fiir (pf). 

Hat man aus ihr y als Funktion des Parameters # bestimmt, so 
liefert die Differentialgleichung selbst auch x als Funktion dieses Para- 
meters. Da8 man so wirklich die Lésungen in Parameterdarstellung 
gefunden hat, verifiziert man durch Einsetzen in die Differentialglei- 
chung. 

Ganz ahnlich verfahrt man auch bei den anderen Differential- 
gleichungen, die zu Beginn dieses Paragraphen aufgefiihrt wurden. 


§ 7. Ziel und Tragweite der elementaren 
Integrationsmethoden. 


Nach unseren Erfahrungen kann man es wohl als das Ziel der 
elementaren Integrationsmethoden bezeichnen, geschlossene Ausdriicke 
fiir die Lésungen von Differentialgleichungen zu finden. Als Hilfs- 
mittel werden dabei die elementaren Funktionen und die Quadraturen 
d.h. die bestimmten Integrale zugelassen. Es ist ja ein bekannter 
Satz von LiouviLLE}, da8 man nicht alle Integrale elementarer Funk- 
tionen durch elementare Funktionen ausdriicken kann. Elementar 
heiBen dabei alle Funktionen, die sich durch endlich oftmalige Anwen- 
dung algebraischer, exponentieller und logarithmischer Prozesse expli- 
zit darstellen lassen. Ebenso sollen jetzt noch endlich viele Quadra- 
turen zugelassen werden. Es ist wieder ein Satz von LIOUVILLE, daB man 
nicht alle Differentialgleichungen erster Ordnung, die durch Null-— 
setzen elementarer Funktionen gegeben sind, auf diese Weise lésen 
kann. Die Beispiele, an denen das LIOUVILLE gezeigt hat, gehoren dem 
Gebiet der sogenannten RiccatTischen Differentialgleichungen an. Dar- 
unter versteht man Differentialgleichungen von dieser Gestalt: 


(1) yy’ = Og (Xx) + a(x) y + H%(%) y*. 


EvuLER, dessen ,,Institutiones calculi integralis“ auch heute noch die 
reichste Sammlung elementar integrierbarer, Differentialgleichungen 
enthalten, hatte sich damit befaBt, elementar integrierbare Faille der 
speziellen RiccaTischen Gleichung 


(2) »- y+t+y=ax™ (a = Konstante) 


zu finden. Sein Ergebnis ist dieses: Es laBt sich Trennung der Variablen 
stets dann erreichen, wenn der Exponent m unter Verwendung einer 


1 CRELLES Journal Bd. 13. 


26 J. 1. Elementare Integrationsmethoden. 


ganzen positiven Zahl k in einer der beiden Formen 
—4k F 4k 
m,.Oh 1*) cea oa Cee Oa 


geschrieben werden kann. Im ersten der beiden Falle macht man die 
Substitution 


m 


1 
eine: a 
ete ae Neer tare a ; 


und gelangt so zu der Differentialgleichung 


Z+B= 


a F 4k 
(m+ 1p 2k—1° 
In einer solchen geht man dann mit der Substitution 


o mit 2=— 


1 5 
weiter und gelangt zu 
; uA a 4 Bese) e 
Be aot paerm pW seo (heal yal: 

Somit kommt man durch mehrmalige Verwendung solcher Substitu- 
tionen in allen erwahnten Fallen nach endlich vielen Schritten zu 


einer Differentialgleichung 


mit » 


eae, 
mit konstantem «, in welcher also die Variablen getrennt sind. Als 
Grenzfall k > co ist unter jenen Riccatischen Gleichungen auch noch 


yey ax 
enthalten. Hier fiihrt die Substitution y = Zu einem der schon be- 


handelten Typen. LIOUVILLE hat nun gezeigt, daB die hier aufgefiihrten 
die einzigen Falle sind, in welchen spezielle RiccatTische Gleichungen (2) 
elementar integrierbar sind. Damit hat er Beispiele von Differential- 
gleichungen gegeben, welche nicht elementar oder durch Quadraturen 
integrierbar sind. Die LiouvititEsche Arbeit, auf die wegen des Beweises 
verwiesen werden muB, steht in LiouvILLEs Journal de mathématiques, 
Bd. 6 (1841). 

Der Leser wird noch ein Wort tiber die allgemeine Riccatische 
Gleichung (1) vermissen. Sie wird durch die Substitution 


cae. 1 dlog u 
(3) a Fis Oy ax 
in die lineare homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung 
(4) Oy U’’ — (ay + 01%) wu’ + apazu = 0 


lbergefiihrt?. Der von EULER behandelte spezielle Typus (2) fiithrt auf 
u' —ax™u=0, 


1 Jede lineare homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung kann durch 
Umkehrung dieses Prozesses auch in eine Riccatische verwandelt werden. 
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: es — 4h : ; 
die also fiir m = SFI elementar integriert werden kann. Elementar 


sind weiter diejenigen dem allgemeinen Typus (1) angehérigen Glei- 
chungen zu integrieren, in welchen 


/ - 
a - : 
Ag%, = C,, rh + & = Cy, ist (wo c, und’c, Konstanten sind). 


Denn dann bekommt die lineare Differentialgleichung (3) konstante 
Koeffizienten und kann daher, wie wir S. 153 sehen werden, elementar 
behandelt werden. Bei Betrachtung der linearen Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung werden wir nochmals auf die Riccatischen zuriick- 
kommen und dann noch einen allgemeinen Satz iiber dieselben kennen- 
lernen (S. 156). 


II. Kapitel. 
Die Methode der sukzessiven Approximationen und 
verschiedene Anwendungen derselben. 


Die bisher verwendeten Methoden sind recht primitiv und dem- 
entsprechend ist ihre Tragweite gering. Natirlich kann man in hin- 
reichend einfachen Fallen ErsprieBliches mit denselben erzielen, aber 
in komplizierteren Fallen werden die Resultate rechnerisch recht um- 
standlich. Daran dndern auch nichts die Uberlegungen, durch die 
Lie die Theorie der elementaren Integrationsmethoden auf eine-syste- 
matische Basis gestellt hat?. Aber die Ausbeute dieser an sich schénen 
Uberlegungen ist fiir die Untersuchung der funktionentheoretischen 
Natur der Lésungen und ihres numerischen Verlaufes gering. Immerhin 
soll im Kap. III ein knapper Uberblick iiber diese Gedankenginge ge- 
geben werden. 

Wir wollen nun zundchst eine bequeme, gut konvergente Methode 
zur ndherungsweisen Integration von Differentialgleichungen kennen 
lernen. Wir werden uns dabei auch gleichzeitig vergewissern, daB in 
der Tat jede Differentialgleichung Lésungen besitzt, und damit auch 
die S. 4 ausgesprochene Vermutung beweisen. _ 


§ 1. Das Verfahren der sukzessiven Approximationen. 
1. Existenzsatz. Zunadchst wollen wir den folgenden Satz beweisen. 


Existenztheorem: In der Differentialgleichung 


(1) 2 = f(x,y) 


1 Sopuus Liz hat in seinem gemeinsam mit GEORG SCHEFFERS herausgegebenen 
Buch: Vorlesungen tber Differentialgleichungen mit bekannten infinitesimalen Trans- 
formationen (Leipzig 1891) eine eingehende Theorie der elementaren Integrations- 
methoden gegeben. Man vergleiche auch den Bd. III der gesammelten Abhand- 
‘Jungen von Liz, sowie L. Brancut: Lezioni sulla teoria dei gruppi continui di 
_ trasformazioni. Bologna 1928. 
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sei f(x, y) in einem gegebenen Bereiche' B der x y-Ebene stetig und gentige 
fiir jedes dem Bereiche angehérige Punktepaar (x,y) und (%, ye) der 
Lipscuitzschen Bedingung 


(2) lf (% 4) —f(%, %)|<M|y — ve|, 


wo M eine passende, von x, von y, und von y, unabhangige positive Zahl 
ist. In B sei ferner® | f(x,y) | <M. Es seien weiter a und b zwei posi- 
tive Zahlen, die der Bedingung? 


(3) aM<b 
gentigen, und fiir die das Rechteck R: 


|x—mlSe, |y—yl <0 


dem Bereiche B angehért. Dann gibt es genau eine samt threr ersten Ab- 
leitung in |x — x)|Sa stetige Funktion y = p(x), die der Differen- 
tialgleichung (1) geniigt, fiir die also in |x —x% | Sa 
gy’ (*) = f(x, @ (*)) 
gilt, und die zugleich durch den Punkt (%o, Yo) hindurchgeht, fiir die also 
P (Xo) = Yo tt. 
Die im Satz genannte Lipscuitzsche Bedingung ist sicher dann 


erfillt,, wenn 7 (x, y) eine in B stetige und beschrankte partielle Ab- 


leitung nach y besitzt. Denn wenn diese dann in B der Ungleichung 
| 0 3 
S < M geniigt, dann lehrt der Mittelwertsatz, daB die Lipscuitzsche 


Bedingung erfiillt ist. 
Zum Beweis verwende ich das Verfahren der sukzessiven Approxi- 
mationen. Um es einzuleiten, geht man von irgendeiner stetigen Fun-— 


1 Unter einem ,,Bereiche der ¥y-Ebene“ werde ein fiir allemal eine Punkt- 
menge dieser Ebene verstanden, derart, da8 es um jeden ihrer Punkte eine Kreis- 
scheibe gibt, die ganz zur Menge gehért. AuBerdem soll die Menge aus nur einem 
Stiick bestehen, so da8 man je zwei ihrer Punkte miteinander durch einen dem 
Bereiche angehérigen Polygonzug verbinden kann 

2 Diese Bedingung entfallt, wenn der Bereich B so definiert ist: a s* <8, 
y beliebig. Dies ist der Fall fiir lineare Differentialgleichungen 

ye= 1) oy 


aber auch z. B. fir 


y’ =siny 
Denn ist im ersten Fall in« <* <B 
lg(*)|SM, 


so folgt 
. [7 (%, 91) —f(¥,%) |S My, — ye]. 
Im zweiten Fall aber ist 
sin ¥; — Sin Yp = (¥, — Ye) cos(y, + & (ys — 94). 
Also 
|siny, —siny,|<|¥,—y2|. 
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tion y = ¥o(*) aus, die nur der Anfangsbedingung (x) = yp geniigen 
und der eine dem Rechteck R angehérige Kurve entsprechen midge. 
Man kann als solche erste Naherung yo(x) etwa die Konstante y (x) 
= y» Wahlen. Man kann aber auch, und das wird, wenn man eine rasche 
Annaherung an die Losung anstrebt, zweckmaBiger sein, den Polygon- 
zug nehmen, den wir schon auf S.3 erwahnt haben und der den be- 
kannten Naherungssummen der bestimmten Integrale entspricht. Aus- 
gehend von y = yo(x) werden die weiteren Naherungen auf folgende 
Weise gewonnen. Falls 
dY¥o 


7 ee GZ Vo (x) 


ist, so ist yo9(x) eine Lésung. Anderenfalls setze man 


“4 — F(x, y9(x)) 


und bestimme hieraus y, (%) so, daB y,(%9) = y 9 wird. Wie man aus 
der Integralrechnung wei, ist hierdurch y,(x) eindeutig bestimmt, 
und zwar ist 


Vi (*) = Vo + fi i Vo (&)) dé 


dV 
Nun bestimmt man y, so aus 2 == (%,,9,(%) dal y,(%) = 7, wird, 


und findet 
z 
Vo (*) = Yo + fin (€)) dé. 
X 
Allgemein wird y, durch 


2 =f (%,Yn1)> Yn (%o) = Yo 
definiert, so daB 


y(t) = yo + fi (Ena (6) 4E 


ist. Falls eine der hierbei vorkommenden Niaherungen selbst Lésung 
ist, falls also z. B. y’, (x) =f(%, ¥n(*)), Yn(%o) =o ist, so wird 
Yn +(x) = ¥n(x) fir p20. Anderenfalls ist zur Bestimmung einer 
Lésung noch die Konvergenz der y,(%) zu untersuchen. Dabei wird 
sich dann auch ergeben, daB die tibrigen Behauptungen unseres Satzes 
zutreffen. 

Wir wollen zeigen, daB der lim y,,(x) existiert und daf die Grenz- 


n-> oO 


funktion y(x) = aaet y,(%) eine Lésung der vorgelegten Differential- 


gleichung ist. Zanachst erhebt sich aber die Frage, ob man die an- 
gegebenen Schritte tatsachlich ausfithren kann. Das geht dann und nur 
dann, wenn die Kurven y = y,(x) fiir das Intervall | * — x)|<a 
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alle dem zugrunde gelegten Bereich angehéren. Dies ist ohne weiteres 
der Fall, wenn der Bereich B so definiert ist: «<< % <6, y beliebig. 
Liegt aber ein allgemeinerer Bereich vor, so mu8 man unter Heranzie- 
hung der Bedingung (3) so schlieBen: Wir nahmen an, daB y = yo(x) 
fiir |x — x) |< eine Kurve“aus dem Rechteck R ist. Nehmen wir im 
Sinne der vollstandigen Induktion an, daB y = y,_, (x) eine Kurve 
aus B ist. Dann wird 


lyn (*) — vo| SS IE. Yn-2) 


Nun ist 
|~—%|<a und Ma<b. 
Also ist 
Daher liegen fir | x — %)| <a alle Naherungskurven y = y, (x) im 
Rechteck R}. 


Weiter bemerkt man, daB fiir | * — x)| <a 
¥1(%) — Vol) | 


% — HX | 


beschrankt ist. Wahlt man also N passend, so ist 


| |v (x) — yo(x) |< N|x — xo]. 
Ferner wird 


| ¥2(%) — 94 (% =F (HE, v2) —1(E, 90)) 4E| SMS | 9, (&) —yolE)|a8 


<MN/|f|8—x0|48| = 


Allgemein wird, wie man durch vollstandige Induktion nachweist, 


| Yn (x) — yp-4(4) ee har® N- Earnie 
Denn nimmt man 
Re oe 79 bata 


| Vn—1(*) Vara (*) | a Mae. (n — 1)! 


als went an, so folgt aus 


“Yq (2) — Vn—1(% =f {f(é, Pacey — 7, Ve) dé, 
daB i: 


|¥n(*) —Yq(#) |< M|S | ya — Yn-2|4é| < Mea. .2= 40" 


n! 
ist. 


1 Dies ist die einzige Stelle, wo von der Voraussetzung (3) oder von| f(*, y)| <M 
Gebrauch gemacht wird. 
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Die Reihe 
y (x) as Yn(*) 
= yo(*) + (yx (%) — yo(%)) + +++ + (Yn (*) — Yn-a(¥)) + - 


konvergiert hiernach absolut und gleichmaBig fiir alle x mit |% —x%9|Sa. : 
Die Konvergenz ist mit der der Reihe fiir die Exponentialfunktion 
vergleichbar. Sie ist also sehr gut. Wegen der gleichmaBigen Kon- 
vergenz ist y(x) stetig in | x — x)| <a. Da y,(x) in R verlauft, ist 
/(%, ¥,) erklart und eine stetige Funktion von x. Aus der Lipscuitz- 
Bedingung folgt 
|#(¥, 9) —F(%, yn) |S Ml y—y,| 

und daher existiert auch 


lim /(*, Yn) = f(%, ¥) 


n-> oc 


gleichmaBig. Aus 
yn (*) = yo + J 1(Es Yn-a) aE 


ergibt sich daher fiir »—> co 


Daraus folgt 
dy _ 
dx aa T(x, y) C 


So haben wir also eine Lésung der Differentialgleichung gefunden, 
die der gegebenen Anfangsbedingung geniigt. Fiir | x — x9| <agilt? 
fiir dieselbe | y(x) —y9|<aM< ob. 

Wir wollen uns noch iiberzeugen, daB sie tatsachlich die emnzige 
Lésung ist, die die im Existenzsatz ausgesprochenen Eigenschaften 
besitzt. Nimmt man an, Y(x) und y(x) seien zwei ipepngen. die der 
Bedingung 

y(%o) = Y (%o) = Yo 


geniigen. sei das Maximum der Differenz | Y(*) — y(x)| fir 
%q S% SS % +a. « ist dabei eine Zahl, iiber die wir gleich noch naher 
verfiigen werden. Dann ist 


|#(%, Y) —f(*, y)|SM|Y¥—y]. 


Aus 
Y' —y =f (x, Y)—f(*,9) 


folgt weiter 
|\Y¥—y|<Mp|x—*%|<SMyp-o. 


1 Diese Aussage entfallt in den Fallen, wo M nicht eingefiihrt wurde. 


32 I, 2. Die Methode der sukzessiven Approximationen. 


: ; 1 : 
Sei nun weiter « < am’ 8° ist 
\Y¥(x)—y(x)|< 4 fir mixSmta, 


was nur dann keinen Widerspruch gegen die Definition von mu be- 
deutet, wenn w = Oist. Dann fallen aber zwischen x = x)und % = % +a 
beide Lésungen zusammen. Ebenso schlie8t man im Intervall %) — « 
< x < x, usw. Tatsdchlich existiert also nur eine Lésung bei gegebener 
Anfangsbedingung?. Anfangsbedingung heiBt dabei die Bedingung, daB 
fiir y(%») = Yo sein soll. Es ist also am Anfang eines Intervalles, in dem 
eine Lésung gefunden werden soll, ihr Wert vorgeschrieben. Der ein- 
gangs ausgesprochene Satz,ist nun in allen Teilen bewiesen. Die Ge- 
samtheit der nach ihm vorhandenen Integrale machen das allgemeine 
Integral der Differentialgleichung aus. Jedes einzelne derselben heiBt 
ein partikuldres Integral. (Vgl. dazu die vorlaufige Erklarung S. 19.) 
2. Bemerkungen: 1. Unsere Beweisfiihrung 1a8t nicht erkennen, inwieweit 
die gemachten Voraussetzungen fiir die Richtigkeit der Behauptungen notwendig 
sind. In dieser Hinsicht hebe ich folgendes hervor. Fiir die Existenz der Lésungen 
teicht die Stetigkeit von f(¥, y) hin. Erst fiir die Einzigkeit der Lésung, d.h. 
ihre eindeutige Bestimmtheit durch die Anfangsbedingungen mu8 eine weitere 
Bedingung wie die Lipscuitzsche gefordert werden. Dies hat zuerst PEANO er- 
kannt?. Einen besonders durchsichtigen Beweis hat PERRON®? gegeben. Einen 
Beweis dafiir, daB (1) bei bloBer von f(%, y) vorausgesetzter Stetigkeit stets 
Lésungen besitzt, findet der Leser auf S. 46ff. dieses Buches. Da8 die Einzigkeit 
der Lésung ohne Lipscuitz-Bedingung verlorengehen kann, sieht man schon bei 
der Differentialgleichung 

+yly| for *>0 

j— 0 fir +=0 

= Viv! ture 


*|#| 
4 


an der stelle=x — yy — 0; Denn vy — 0 und y — 


diesen Punkt. Vgl. auch S. 70ff. 
2. Die Giite der Konvergenz unseres Verfahrens, d.h. die Zahl der Schritte, 
welche man notig hat, um eine gewisse Annaherung an die Integralkurve zu er- 


sind zwei Lésungen durch 


zielen, hangt wesentlich von der Zahl M, d.h. von dem Maximum von ay in 
dem Rechteck ab. Man kann sich geometrisch leicht tiberlegen, da8 man es in 
einem gewissen Ma@Be in der Hand hat durch eine passende Substitution, die 


geometrisch auf eine Drehung des ¥y-Koordinatensystems hinauslauft, hier 


1 Man kann unschwer unser Ergebnis dahin erganzen, daB es auBer der ge- 
fundenen keine Lésung gibt, fiir die lim {(¥) = yg ist. Wenn man also von einer 
X>Xq 
Lésung f(*) nur voraussetzt, daB sie fiir %)< ¥ < *,+ a differenzierbar ist, 
und da8 lim /(*%) = yo ist, so ist sie schon mit der im Existenztheorem angegebenen 
X% > Xo 
identisch. 


> Math. Ann. Bd. 37. 1890. Vgl. dazu G. Mre: Math. Ann. Bd. 43. 1893. 
3 Math. Ann. 76. 
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einigermaBen giinstige Verhaltnisse zu schaffen. Schon S. 2 war von der geo- 
metrischen Deutung der Differentialgleichung die Rede. Ihr geometrisches Aqui- 
valent war ein Feld von Linienelementen. Man kann demselben eine gewisse 
Ubersichtlichkeit dadurch verschaffen, da8 man die Linien einzeichnet, in deren 
Punkten Linienelemente gleicher Richtung liegen.,Wir wollen sie die Isoklinen 


der Differentialgleichung nennen. Wenn nun ‘- einen groBen Wert hat, so be- 


deutet das geometrisch, daB sich auf den Parallelen zur y-Achse die Richtung 
der Linienelemente rasch andert, daB alsd diese geraden Linien die verschiedenen 
Isoklinen in rascher Folge durchsetzen. Wenn man also das Koordinatensystem 
so legt, daB die Isoklinen einigermaBen senkrecht zur * Richtung der #¥-Achse 


of 
stehen, so wird im neuen System =— einigermafSen klein werden und dann wird 


die Konvergenz unseres ee Bees Das wiirde auch bei der zeichnerischen 
Durchfiihrung der Methode der sukzessiven Approximationen zur Geltung kommen. 

3. Integralkurven in Parameterdarstellung. Durch eine Differential- 
gleichung wird jedem Punkte des Bereiches B eine Gerade zugeordnet. 
Dabei ist es gemaB den tiber /(x, y) gemachten Voraussetzungen aus- 
geschlossen, daB die gegebenen Geraden der y-Achse parallel werden. 
Die geometrische Auffassung 148t somit als willkiirlich erscheinen, was uns 
wohl bisher als verniinftige Annahme erschien. Drehung des Koordinaten- 
systems kann bewirken, daB f(x, y) an einzelnen Stellen unendlich wird, 
und umgekehrt kann man ein solches Unendlichwerden von / (x, y) durch 
Anderung des Koordinatensystems in der Umgebung eines Punktes viel- 
fach beseitigen, indem man durch Drehung des Koordinatensystems zu 
einer anderen Differentialgleichung iibergeht, die auch in dem bisherigen 
Ausnahmepunkt unseren Voraussetzungen gentgt, die aber in seiner 
Umgebung dieselben Geraden vorschreibt, wie die gegebene. Ein Un- 
endlichwerden von /(x, y) braucht also nicht notwendig ein singulares 
Vorkommen im Geradenfeld zu bedeuten. Es kann einfach auf der Lage 


des Koordinatensystems beruhen, und bedeuten, daB eine Integral- 
1 
kurve des Geradenfeldes! der y-Achse parallel wird. Wenn z. B. eas) 
stetig bleibt, konnen wir durch Vertauschung von x und y zum Ziele 
gelangen. Am besten entspricht aber der Ubergang zur Parameter- 
darstellung der geometrischen Sachlage. Man kann durch irgendeine 


Gleichung “* = (x,y) mit stetigem p(x, y) den Parameter ¢ ein- 


fiihren. p(x, y) soll dabei langs einer Integralkurve nirgends verschwin- 
den. Tragt man namlich rechts die Gleichung y =/(x) einer Loésung 
ein, so gewinnt man hieraus durch Quadratur ihre Parameterdarstel- 
lung?, wobei noch der ¢ =0 entsprechende Punkt auf jeder Lésung 
_ beliebig wahlbar bleibt, wie es der noch auftretenden Integrations- 
* konstanten entspricht. Durch Einfiihrung dieses Parameters ¢ kann 


1 d.h. eine Kurve, die in jedem ihrer Punkte die leldgerade beriihrt. 


ax 
2 Es wird also ai 2 9% F(A) )), also t= [Fey f (x)) 


Bresersacu, Differentialgleichungen. 3. Aufl. 
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d : d ; 
man dann statt = f(x,y) auch schreiben a = f+ g und so diese 


eine Differentialgleichung durch das System x’ = 9, y’ = f-@ ersetzen. 
Ein entsprechender Existenzsatz lehrt dann wieder, da8 es unter ent- 
sprechenden Bedingungen fiir / und » genau eine Lésung gibt, die fur 
t =t, die Werte x) und y) annimmt. Denkt man noch an die Will- 
kiir in der Wahl des ¢ = 0 entsprechenden Punktes, so kann man auch 
sagen, es gehe nach wie vor durch jeden Punkt x9, ¥» genau eine Inte- 
gralkurve des Geradenfeldes, d.h. jetzt eine Lésung des angegebenen 
Systems!. Diese Betrachtungen legen es nahe, den Existenzsatz auf 
Systeme von Differentialgleichungen auszudehnen. 


4. Systeme. Man kann nunaberauchauf Systeme direkt die Methode der 
sukzessiven Approximationen ohne jede nennenswerte Anderung tiber- 
tragen und so auch noch allgemeinere Systeme betrachten wie 2 B. 


dy _ 
a ey 


dz 
dx = g(x, V4 aye 


Hier wird man dann *,y,z als drei Raumkoordinaten deuten. 
Geometrisch bedeuten dann diese Gleichungen wieder, daB jedem Raum-. 
punki aus einem gewissen Befeich ein Linienelement zugeordnet wird. 
Und dann geht wieder durch jeden Punkt eine Lésung. Ich formuliere 
nun gleich den Satz fiir das allgemeinste System: 

ay A 
Ge ThE Mn) = (= 1,220.0). 

Die Funktionen f,;(%, ¥1,..-, Vn) selen in einem gewissen Bereich der 

"x, 4;, also z. B. in dem Bereich R: | x — %)|<a,|¥;—y?| <0}; ein- 


1 Die durch einen Punkt gehende Integralkurve des Geradenfeldes andert 
sich nicht, wenn man vom Parameter ¢ zu einem anderen iibergeht. Denn ist 


ax dy : 
ayes t(¥, 9), Fee e(¥, y) ein System, das jedem Punkt eine Feldgerade zu- 
weist, so ist auch 

dz dy x 

qe Tt NA, Y), Zp Ee A, Y) 


fiir jedes nicht verschwindende h(%, y) ein ebensolches System. Es geht aus dem 
at 

ersten hervor, wenn man durch’ ria. h(*, y) den neuen Parameter t einfiihrt. 

Ist dann ¥ =*(t), y = y(t), (to) = tg, ¥ (to) = yo eine Integralkurve des ersten Sy- 

stems, so ist ¥ = *(t(t)), y = y(t(t)), #(t)) =t) offenbar dieselbe Kurve, aber 

auch Integralkurve des zweiten Systems, da a durch 


T=T 


Trea Fem) 


geliefert wird. 
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deutig und stetig erklart. Es sei darin 

(4) fi] <M, und es sei b; >aM,. 

Endlich sei in R die Lipscuitz-Bedingung 

(5) [£(%,¥1,-++2%n) — F(% 9-2 Ym) | <M [ya] te e+ ly — 9} 
erfullt. Dann gibt es genau n in | x — x)| <a stetige und mit stetigen 
ersten Ableitungen versehene Funktionen y,(x), welche diesen Diffe- 
rentialgleichungen geniigen, fiir welche ;(x%9) = y ist, und die in 
| x — %9| <a stetig sind}. 


5. Zusatz. Kommt insbesondere auf der rechten Seite x nicht vor, 
so kann man »% langs vielen Integralkurven als Parameter auffassen 
und zu einem eine Gléichung weniger umfassenden System iibergelten. 
Durch jeden Punkt des x, y,-Raumes geht dann genaueine Lésung, die das 
urspringliche System in Parameterdarstellung liefert. Denken wir ins- 
besondere an das ebene System zuriick, wo also zwei auf einen Para- 
meter ¢ bezogene Differentialgleichungen x’ = f(x, y), y’ = g(x, y) vor- 
liegen, so ist dieser Riickgang auf eine Gleichung nur dann nicht mdég- 
lich, wenn an einer Stelle x9, yg sowohl f (%9, Yo) wie g(%o, Yo) verschwin- 
den. Dann wollen wir diese Stelle eine singuldre nennen. Wir werden 
solche singulaére Stellen bald noch ausfiihrlicher behandeln. Hier sei 
nur einiges angefiihrt, was aus unseren bisherigen Darlegungen von 
selbst sich ergibt. Der fiir Systeme ausgesprochene Existenzsatz ist 
auch hier ohne weiteres anwendbar. Es gibt genau eine Lésung, welche 
fiir ¢ = ¢, die Werte x, und y, annimmt, das ist eben die Lésung x = xy, 
‘y = Yo, der geometrisch in der x-y-Ebene keine Kurve, sondern eben 
nur der singulare Punkt entspricht. Auch hier ist wieder? zu bemerken, 
daB unsere Beweisfiihrung die Behauptung mit umfaBt, daB es auch 
keine weiteren Lésungen gibt, die bei endlichem ¢, fiir > ¢ gegen x 
und y, konvergieren. Wohl aber kann es weitere Lésungen geben, 
welche fiir ¢—> co gegen x, und yy konvergieren. So sind ja z. B. fiir die 
Differentialgleichung ay 
rin 
deren singularer Punkt « = y = 0 ist, alle Geraden y = mx Lésungen. 
In Parameterdarstellung kann man das System x’ = x, y’ = y wahlen, 


- 


y 
x? 


ie x=ett, yey 


1 Es sei dem Leser als niitzliche Ubung tiberlassen, die fiir eine einzelne 
Differentialgleichung in diesem Paragraphen vorgetragene Beweisfiihrung auf 
Systeme zu iibertragen. Besonders mag aber fiir spatere Anwendung hervor- 
gehoben werden, da8 auf die Bedingung (4) dann verzichtet werden kann, wenn 
der Bereich R so erklart ist: |¥ — %| < @, alle y beliebig. Das trifft insbesondere 
_ fiir Systeme linearer Differentialgleichungen zu, d.h. dann, wenn die if lineare 
Funktionen der y sind. Ebenso entfallen die Voraussetzungen (4) fiir alle die- 
_jenigen unter den f, die z. B. in den y linear sind. 

2 Vgl. die FuBnote 1 auf S. 32. me 
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werden Lisungen, welche fiir > — oo gegen x = 0 und gegen y = 0 
streben, obwohl x =0 und y =0 die einzige Lésung des Systems ist, 
welcher der Koordinatenursprung angehdort. 

Eine jede Differentialgleichung héherer Ordnung kann als Spezial- 
fall eines Systems aufgefaBt werden. Betrachten wir z. B. die Differential- 
gleichung zweiter Ordnung 


(6) gl oon) sail 
so kann man y’ =z setzen. Dann ist (6) aquivalent mit dem System 
(7) Vasa s 

Beeb arias, 2) 


So folgt aus dem Existenzsatz fiir Systeme auch ein Existenzsatz fur 
Differentialgleichungen héherer Ordnung. Wir kommen S. 140 darauf 
zurick. 


§ 2. Die graphische Darstellung der Differentialgleichungen. 


Fiir unsere Zwecke ist die Darstellung vermittels der Isoklinen 
die wichtigste. Wir haben oben schon dargelegt, daB eine Differential- 
gleichung 


oder ein System von Differentialgleichungen 


Baeg(x,y), B=h(x,y) 
jedem Punkt eines Bereiches B, in 
dem f(x, y), g(x, y), h(x, y) ein- 
deutig, stetig und mit stetigen Ab- 
leitungen erster Ordnung versehen 
sein sollen, und in dem g und h 
nirgends gleichzeitig verschwinden, 
elne Gerade zuordnet, und daB also 
eine Differentialgleichung durch ein 
Feld von Linienelementen — gra- 
phisch dargestellt wird. Um nun in 
diese Darstellung eine gewisse Uber- 
Abb. 3a. Abb.3b.  Sichtlichkeit zu bringen, verbanden 
wir die Punkte des Bereiches, 
welchen die gleiche Richtung zugeordnet ist, durch Kurven, die wir 
Isoklinen nannten (vgl. S. 33). Wir versehen die einzelnen Isoklinen 
mit Nummern und merken uns in einem nebenan verzeichneten Ge- 
radenplan die zugehérigen Geraden anl. 


1 Man kénnte natiirlich auch gerade Linien der verlangten Stellung an die 
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In Abb. 3 verzeichnen wir das Bild der Differentialgleichung 


ay * 
Fo aes 
Abb. 4 zeigt die Differentialgleichung 
dy — 
ax —~ x se yr, 


wobei der kleinste Kreis- 
radius als Langeneinheit 
gedacht ist. 

Eine besondere Eigen- 
tiimlichkeit weisen die 
Linienelemente der Jine- 
aren Differentialgleichun- 
gen auf. Diejenigen Li- 
nienelemente namlich, 
welche zu Punkten mit 
gleicher Abszisse geh6ren, 
sind auf einen festen 
Punkt hingerichtet. Wenn 
namlich die Differential- 
gleichung 


y+ f(xy + g(x) =0 
gegeben ist, so. gehdrt das Linienelement des Punktes x, y der Geraden 
n=y —(f (x) y + g (#)) (F — 4) 
an. Das Linienelement des Punktes x, y, aber liegt auf 
n= V1 — (f(x) v1 + 8 (x) (E— 4). 
Beide Geraden schneiden sich im Punkt . 


Rte diag Le. oe ene) 
en Ne | Ha) 


Abb. 4a. Abb. 4b. 


dessen Koordinaten also nur von x, nicht von y oder y, abhangen, 
Man kann daher die Leithurve 

SeAeng ete pas ed) 
statt der Isoklinen verwenden, wenn man zu jedem ihrer Punkte die 


_ gugehérige Abszisse x derjenigen Linienelemente x,y, y’ anmerkt, 
welche auf diesen Punkt hingerichtet sind. Natiirlich kann man von 


Isoklinen selbst zeichnen. Es wiirde aber Wirrwarr geben, wollte man sie hier 
so lang wahlen, daB man mit einiger Sicherheit dann durch andere Punkte Parallelen 


dazu ziehen kann. 
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hier aus auch leicht das Isoklinenfeld selbst zeichnen. Abb. 5 zeigt das 
Bild der Differentialgleichung 


y=yxt] 
mit der Leitkurve 
1 1 
GS 0 as 1) Se aee 


ny? —né—1=0. 

Will man also z. B. das 

zum Punkt (2,3) gehdérige 

Linienelement finden, so 

sucht man den Punkt der 

Leithyperbel, dessen Ordi- 

nate 7 = — # ist und ver- 

bindet ihn mit (2, 3). Dies 

liefert die Richtung des Li- 

nienelements. (Vgl. Abb. 5; 

an die Hyperbelpunkte sind 

die Abszissen x angeschrieben. In unserem Beispiel ist also der 
Hyperbelpunkt zu nehmen, an dem 2 steht.) 

Will man ausgehend von der Leitkurve die Isoklinen zeichnen, 

z. B. die zu y’ = 2 gehdrige, so lege man durch alle Punkte der Leit- 

kurve Parallele zu der ge- 

wiinschten Richtung der Li- 

nienelemente und bringe diese 

s mit den zu den einzelnen Kur- 

venpunkten gehérigen Par- 

allelen zur y-Achse zum 


Schnitt. So erhalt man zu 
jeder Abszisse denjenigen 
\ Punkt, dessen Linienelement 


Abb. 5. 


SRW RS 


die gewinschte Richtung hat. 

Sowohl Isoklinenfeld wie 

Leitkurve kénnen auch mit 

Vorteil verwendet werden, 

Abb. 6. wenn es sich darum handelt, 

in der schon angedeuteten 

Weise eine erste Naherungslésung der Differentialgleichung zu zeichnen. 
Abb. 6 zeigt eine solche fiir die Differentialgleichung 


y= ty. 
Man kann die Naherungen dadurch verbessern, daB man die Iso- 
klinen dichter wahlt. Auch empfiehlt es sich, in dem Streifen zwischen 


§3. Wie beurteilt man die Giite einer Naherung? 39 


zwei aufeinanderfolgenden Isoklinen die Naherungskurve nicht mit 
einer der auf den Isoklinen vorgeschriebenen Richtungen zu zeichnen, 
sondern dazu das arithmetische Mittel der auf beiden vorgeschriebenen 
Richtungen zu verwenden. DaB® diés Verfahren bei geniigender Ver- 
feinerung gegen die wahre Liésung konvergiert, werden wir bald be- 
weisen und dabei gleichzeitig auch die Giite der bei jedem Schritt er- 
reichten Naherung abschatzen. 


§ 3. Wie beurteilt mian die Giite einer Naherung? 


Wenn man fragt, wie gut eine Naherung mit einer Lésung iiber- 
einstimmt, so verlangt man damit eine Abschatzung der Differenz 
zwischen der Naherung und der Lésung. Oben, bei der zeichnerischen 
Behandlung der Differentialgleichung, waren wir in Versuchung, schon 
zufrieden zu sein, wenn wir nur sahen, daB die betreffende Funktion 
angenahert der Differentialgleichung geniigt, oder anders ausgedriickt, 
wenn sich herausstellte, daB die Tangenten der Lésungen angendhert 
mit den in den Punkten der Kurve im Feld vorgeschriebenen Geraden 
uibereinstimmten. Und hier erhebt sich das Problem. Ich formuliere es 
so: Man hat zwei Differentialgleichungen 


(1) ay = f(x,y), 
(2) oY =H (x, ¥)+4(x,¥). 


/(x, y) soll in einem Bereich B stetig und beschrankt sein und einer 
Liescuitzschen Bedingung geniigen. A (x, y) soll in B beschrankt sein+, 
Dazu kommt noch eine gleich zu nennende weitere Voraussetzung. 
Man wiinscht zu wissen, wie groB die Differenz zweier Lésungen der 
beiden Gleichungen sein kann, wenn diese Lésungen den gleichen 
Anfangsbedingungen geniigen. Man wird natiirlich erwarten, daB ein 
kleines A (x, y) einen geringen Unterschied der Lésungen bedingt, oder 
mit anderen Worten, daB die Lésungen sich stetig mit der Differential- 
gleichung andern. Es soll sich aber auch darum handeln, den Unter- 
schied der Lésungen abzuschatzen. 

Man braucht nur wieder die Lésungen nach der Methode der suk- 
zessiven Approximationen zu konstruieren; dabei ergibt sich die Be- 
antwortung unserer Frage mit Leichtigkeit. Zur Vereinfachung der 
Rechnung wollen wir bei beiden Differentialgleichungen die gleiche 
erste Naherung -verwenden. Als solche Naherung benutzt man eine 
' Lésung Y(x) der zweiten Differentialgleichung, weil man sonst an- 
gesichts der wenigen tiber A(x, Y) gemachten Voraussetzungen nicht 
sicher ist, daB das Verfahren konvergiert. Ich setze neben der Existenz 


1 Stetigkeit wird nicht vorausgesetzt. 
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dieser Lésung voraus, daB diese Lésung stetig und mit einer Ableitung 
versehen sei, die bis auf endlich viele Spriinge stetig ist. Diese erste 
Naherung sei 


Yo (%) = Y (x). 
Die Lésungen sollen so bestimmt werden, daB sie fiir x = x) den Wert 
¥y = y erhalten. Namentlich ist also yo(%9) = Yo(%o) =o. Ich setze 


[A(z y)|<e. 


Dann finde ich zunachst die beiden Naherungen 


va (x) = Yo + Jf (E90 (6)) 46 
und 
¥ (x) =o + Ji(E, v0(E)) 48 + JAE, v0(E)) aE 
Iur Unterschied kann sofort abgeschatzt werden: 
| ¥(*%) —(x)| <6] % — x9]. 
Daher wird weiter 
lf(«,Y)—f(*,n)|<M|Y—y,|<6M |x — x|. 
So erhalt man dann die Abschatzung 
| ¥ (*) — ye (*)| = 
=|SGE,Y)—fEw)ae+ JG Yagi <om et + ojx— xg). 
Daraus ergibt sich wieder 


Ce 


[f(%,Y) —#(%,92)|<M|Y¥ —y.|< 0M? + 6M |x — x|. 
Und daraus findet man 

[Xt yy inc Oe a olla 5 ype tole lac ft 
Durch vollstandige Induktion bestatigt man, daB allgemein 


|¥ —y, |< dMrale—Ael” 4 gyre tl 4 8]x— xq). 


Da aber nun fiir die Lésungen Y (x) und y(x) selbst 
Y (x) — y (x) = lim {Y (x) — y, (x)} 
n—>0oo 
wird, so findet man aus unseren Abschatzungen: 
(3) | ¥ (x) —y(x)|<6|% —x9|eMle— 1, 


1 Unsere Annahme iiber Y(%) hat zur Folge, da alle Y,(%) mit Y(x) iiber- 
einstimmen. M hat die auf S. 28 angegebene Bedeutung. 
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Diese Formel ist es, die wir gewinnen wollten. Sie gilt fiir jedes Intervall, 
in dem nach S. 27ff. das Verfahren der sukzessiven Approximationen 
konvergiert. Die Lange dieses Intervalles hangt daher nur vom Bereich 
B und vom Maximum des absoluten Betrages von /(x, y) ab. 

Sie bringt u. a. zum Ausdruck, da sich bei festen Anfangsbedin- 
gungen die Losungen stetig mit der Differentialgleichung dndern. 

Ich wende dies insbesondere auf den Fall an, daB die rechte Seite 
einer Differentialgleichung 
ae = f(x, y, /) 
stettg von einem Parameter u abhdngt, genauer, daB sie eine stetige Funk- 
tion von x,y ynd dem Parameter qu ist, solange x, y einem Bereich B 
und wu einem Intervall I angehéren. Dann haingen auch die Lésungen 
bet fester, d.h. von uw unabhdngiger Anfangsbedingung stetig von wu ab. 
Wenn auferdem f(x, y, u) erste Ableitungen nach y und nach u besitet, 
die threrseits stetig von x,y, u abhdngen, so besitzen auch die Lésungen 
erste Ableitungen nach yw, die stetig von x und wu abhaingen. 

Die erste Halfte der Behauptung, welche sich auf die stetige Ab- 
hangigkeit der Lésungen von x und wu bezieht, ergibt sich unmittelbar 
als Anwendung der voraufgegangenen Betrachtungen. So bleibt nur 
noch der auf die Differenzierbarkeit beziigliche Teil der Behauptung 
zu beweisen. Dazu bilde man den nach w genommenen Differenzen- 
quotienten auf beiden Seiten der Identitat 


(4) ay oE) — t(x,y (2, 1), #). 
Man erhalt 
A (pew t Ao m9 omy) _ a tA AE A 
dx Ap Au 
Dafiir kann man kurz schreiben 
(5) A (42) =fhwy + 0.4y,m + 04m) 


+ 5h (x,y + Oly, w+ 04p) (8<9.< 1). 


Das ist bei festem wu und Ap eine lineare Differentialgleichung fiir den 
Differenzenquotienten 2 , eine Gleichung, deren Koeffizienten an der 


Stelle A =0 noch stetig von dem in die Lésung eingehenden Para- 


meter Ap abhangen?. Fir Mu >0 gehen die Koeffizienten der Dif- 


1 Im Falle, wo f(¥, y, #) analytisch von y, @ abhangt, entwickle man rechts 
nach Potenzen von Ay und Ap (statt der Anwendung des Mittelwertsatzes) . 

2 Unter den Ableitungen denken wir uns die Funktion y(¥, 4), also auch 
Ay eingetragen. Ebenso denken wir uns @ als Funktion von ¥ und w und Ap-ein- - 
gesetzt. Die Koeffizienten der linearen Differentialgleichung kénnen also als 
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ferentialgleichung (5) in die der linearen ihe ede Mattie 


(6) geo (x.y, mz + 24 Ee ¥eM) 

iiber. Fiir w ist namlich eine feste Zahl zu nehmen, so daB y(x, yw) 
eine wohibestimmte Funktion von x ist. Daher ist auch bei festem 
Au, Ay eine wohlbestimmte Funktion von x, die fur Aj —> 0 gleich- 
maBig in x gegen Null geht. Daher unterscheiden sich bei festem Ayu 
die Koeffizienten von (5) von denen von (6) um Funktionen von x, 
die fiir A 0 gleichmaBig in x gegen Null streben. Man wird ver- 
muten, daB die bei x) verschwindende Lésung von (5) bei diesem Grenz- 
iibergang Ay —> 0 stetig in die bei x) verschwindende Lésung von (6) 


tbergeht. Falls dies richtig ist, so besitzt a. fiir AO einen Grenz- 


wert, und somit ist die bei x, der Bedingung y(% 9) = yo gentigende 
Lésung von (4) eine differenzierbare Funktion von uw, deren Ableitung 
nach yw stetig von x und w abhangt. Den Beweis erbringt man am besten 
durch direkte Integration der linearen Gleichungen (5) und (6) (vgl. 
S. 11). Die dort gegebene Auflésungsformel laBt die Richtigkeit unserer 
Vermutung sofort erkennen. Man kann den Beweis aber auch dadurch 
fiihren, da8 man das iiber die Differentialgleichungen (1) und (2) ge- 
wonnene Ergebnis (3) auf die Differentialgleichungen (6) und (5) an- 
wendet, wobei also (1) durch (6) und (2) durch (5) zu ersetzen ist. 
Wendet man die gleiche Betrachtung auf (6) an, dessen Lésung 


Oy. : : : 
a 7 ist, so erkennt man, daB aus der Existenz und Stetigkeit der 


Ableitungen von / nach y und uw yes zur n-ten Ordnung einschlieBlich 


die Existenz und Stetigkeit von 5 = ” folgt. 


-Bemerkung: Alle Ergebnisse ae sich auf Systeme iibertragen. Der 
Leser iiberlege sich, welche der vorgetragenen Beweismethoden man zweck- — 
maBig verwendet. 


§ 4. Abhangigkeit von den Anfangsbedingungen. 


1. Stetigkeit. Der naiven Anschauung liegt die Auffassung nahe, 
daB eine geringe Anderung der Anfangsbedingungen eine nur geringe 
Anderung der Lésung nach sich zieht. Wir wollen die Richtigkeit 
dieser Ansicht bestatigen und zugleich eine Abschatzung der Lésungs-. 
anderung gewinnen. Auch hierzu leistet die Methode der sukzessiven 
Approximationen gute Dienste. Es sei 


(1) 2 = # (x,y) 


gegebene Funktionen von ¥ angesehen werden. Der Differenzenquotient o ist 
Ved 


zwar auch bekannt. Doch soll gerade die lineare Differentialgleichung benutzt 
verden, um Naheres tiber ihn zu erfahren. 
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die Differentialgleichung?. Die Anfangsbedingung fiir die Lésung Y (x) 
derselben sei 
: Y (Xo) = yo; 
fur die Lésung y(x) aber sei y(%») = yp + €, wo |e | <1 sei. 7 bedeutet* 
eine vorgegebene positive Zahl. 
Dann seien 


Yo (*) = Yo Yo(x) =Yo te 
Yi, (x) = 90 + J f(E Yo(x)) dé Vz (Xx) =wterJi( E, yo(&)) dé 


Y, (x) =o eg! (EY) dé Vo (*) =Yote+ ii AGE: 


eee mre >” eat we Sm by Viens rag 6 fe Mee fe hel eo eye leh Sr teu cee New, wih of 8 flee ene 


Folgen von Naherungslésungen. 
Daraus gewinnt man 
[Y, (x) —v, (x)|<4+Mn|x — xo| 
ress, {2 
| Yo (*) — y2(x)| <n + My|x — x%9| + M?y iA eo 


Vollstandige Induktion lehrt allgemein 
—%9,” 


LY, (@) —¥_(*) |< + Mn|x—x9|+ M?y ie seg {Roe -+ My [% = 


Durch Grenziibergang folgt 
(2) | ¥ («) —y (x) | Sy elev, 

Wir haben damit zugleich auch die GrdBe des Binflusses ab- 
geschatzt, welchen eine Anderung der Anfangsbedingungen auf den 
Verlauf der Integralkurve auBerstens haben kann. Hatte es sich uns 
lediglich darum gehandelt, aufzuweisen, daB die Lésung stetig von yo 
abhangt, so hatte die Bemerkung genitigt, daB die Naherungslésungen 
stetig von y, abhangen und daB die Reihe 


Vo +) Vn Vand 


gleichmaBig in yy konvergiert. Das folgt einfach daraus, daB die Ab- 
schatzungen auf S.30 von der speziellen Wahi von y, unabhangig 
sind, wofern nur (%5, 9) ein Punkt aus dem S. 28 eingefiihrten Recht- 
eck ist. Man gehe nur unter diesem Gesichtspunkt die Betrachtungen 


von S. 28ff. erneut durch! 
Die Lésungen sind also stetige Funktionen der Anfangsbedingungen: 

. y = ¥ (% Yo)- 
Zu einem zweiten Beweis dieses Ergebnisses gelangt man durch 
Anwendung des auf S.40 gewonnenen Satzes. Man mache, um das 


1 Wir kniipfen an die Voraussetzungen und die Bezeichnungen der S. 27 ff. an. 
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einzusehen, in (1) die Substitution (x) = z(x) +e. Dadurch geht 
(1) in 


iiber. Die Lésung y(x) von (1) mit der Anfangsbedingung y(%o) =¥o+€ 
geht in eine Lésung von (3) mit der Anfangsbedingung ZX o\i—= Ve 
iiber. Man hat also eine Lésung Y(x) von (1) und eine Lésung z(*) 
von (3) mit gleicher Anfangsbedingung zu vergleichen. Daher liefert 
die Abschatzung (3) von S. 49 
|Y (x) —z(%) |< nM |x —xleMls—*!. 
Daraus folgt 
|¥ (x) —y@)|<nt+yM|x—xlemle—*l, 

ein Ergebnis, das je nach den Werten von 7, M | x — x,| besser oder 
schlechter sein kann, als das oben auf direktem Wege gewonnene (2). 

Die Lange des Intervalls, in dem die gefundenen A bschatzungen gelten, 
ist allein dadurch bestimmt, daB das benutzte Verfahren der sukzessiven 
Approximationen konvergiert. Nach S. 40/41 hangt daher die Intervallinge 
nur vom Bereich B und vom Maximum des absoluten Betrages von f ab. 


2. Differenzierbarkeit. Die eben verwendete Methode hat aber 
den Vorteil, daB sie auch AufschluB tiber die Differenzierbarkeit der 
Lésungen als Funktionen der Anfangsbedingungen liefert. Wir kénnen 
namlich ¢ in (3) als einen Parameter yw auffassen, von dem die Lésungen 
abhangen. So liefert der auf S.41 bewiesene Satz unmittelbar das Er- 
gebnis, dab die Lésungen von (1) eine stetige erste Ableitung nach yo 
besttzen, falls f(x,y) eine stetige erste Ableitung nach y besitzt, sowie 
daB die Ableitungen der Loésungen nach yo bis zur n-ten Ordnung ein- 
schlieBlich existieren und stetig sind, wenn die Ableitungen von f(x, y) 
nach y bis zur n-ten Ordnung einschlieBlich stetig sind. 


3. Zusatz. Die Betrachtungen dieses Paragraphen lassen sich wieder 
auf Systeme tibertragen. Hieraus oder auch direkt kann man weiter 
schlieBen, da die Lésungen auch stetig von dem Anfangswert x, ab- 
hangen. Man kann sie also in der Form 


(4) Y = Y (%5 Xo, Yo) 
schreiben und hat dann, falls noch die ersten Ableitungen von f(x, y) 
nach x und y stetig sind, in p(x; %, yo) eine samt ihren Ableitungen 
erster Ordnung stetige Funktion vor sich. Man kann diese Gleichung 
nach yy auflésen und schlieBen, daB die Auflésung 

Jo = 9 (%,Y, Xo) 
selbst samt ihren ersten Ableitungen stetig von x, y, %) abhangt. Die 
Auflésung von (4) ist némlich durch 


Yo = P (X03 ¥, ¥) 
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gegeben. Wenn man namlich mit (*, y) einen Punkt der durch (x9, ys) 
gehenden Lésung bezeichnet, so ist diese Lésung auch durch diesen 
Punkt bestimmt. Demnach muB insbesondere die durch x, y bestimmte 
Lésung durch x Vv» gehen. Also ist 


Yo = 9 (%03%, 9), 


und diese Funktion ist samt den ersten Ableitungen stetig in den 
mehrerwahnten Rechtecken. 

4. Bemerkung: Die Uberlegungen dieses Paragraphen erlauben es auch, den 
Einflu8 einer gleichzeitigen Anderung von Anfangsbedingung und Differential- 
gleichung zu beurteilen. Wenn man dies z. B. auf Differentialgleichungen anwendet, 
deren rechte Seite 

f(#. 9, M) 


stetig von x, y und einem Parameter w abhangt, so erkennt man, daB die Lésung, 
welche fiir ¥ = x) den Wert y) annimmt, stetig von den beiden Variablen yp 
und yw abhangt. Denn eine gleichzeitige geringe Anderung von yp und 4 zieht eine 
geringe Anderung von f(x,y, “) und also eine geringe Anderung der Lésung y 
nach sich. 


§ 5. Die EULER-CAUCHYsche Polygonmethode. 


1. Die Methode. CaAucuy hat die bekannte zur Definition des be- 
stimmten Integrales dienende Methode auf Differentialgleichungen tber- 
tragen. Wir haben den Ansatz dieser Methode schon mehrfach zur 
naherungsweisen Integration verwendet. Schon EULER lehrte ein ge- 
nahertes Integral dadurch finden, daB man vom Anfangspunkt aus in 
der dort vorgeschriebenen Richtung ein Stiick weit vorgeht, in einem ge- 
wissen Punkte dann zu der dort vorgeschriebenen Richtung ibergeht, 
um diese ein Stiick weit einzuhalten usw. Aber erst CaucHy hat be- 
wiesen, daB die Polygone gegen Integralkurven konvergieren. DaB dem 
so ist, kann man mit den uns zu Gebote stehenden Mitteln am raschesten 
folgendermaBen einsehen. Die durch das Polygon dargestellte Funktion 
ist die genaue Lésung einer allerdings unstetigen Differentialgleichung 


dY 
an =F (HY). 7 
Man definiere namlich F (x, Y) = f(x, Y) tiberall auBer in den Punkten 
des Polygons. In den ihm angehérigen Punkten setze man F(x, Y) 
gleich dem Richtungskoeffizienten der oder einer der hindurch gehenden 


Polygonseiten. ; 
Ich schreibe dann die Hilfsdifferentialgleichung so 


oF = (x, Y) + {F(®, ¥) —f(%,Y)}. 


Setze ich dann noch F — 7? =A, so werden die Betrachtungen von 
S. 39ff. anwendbar. Jedenfalls soll f(x, y) der Lipscuitzschen Be- 
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dingung geniigen. Daher konvergieren die auf 
dy 
see (a) 


beztiglichen Naherungen y,. Die auf 


CE Ea CA WA 

ax 
beziiglichen Naherungen Y, sind aber offenbar alle identisch, wenn 
man wie S. 39 fiir Y) die genaue Lésung Y(x) dieser Differentialglei- 
chung, das bekannte EuLER-Caucuysche Polygon, nimmt. Diese. Tat- 
sachen geniigen aber, um die Betrachtungen von S. 39ff. anwendbar 
zu machen. Man findet daher fiir den Unterschied zwischen der genauen 
Lésung durch (%9, yo) und der EULER-Caucuyschen Naherung 


| ¥ (x) — y(x)|<6| x — xo| eM |*-*01, 


Dabei ist offenbar 6 weiter nichts als eine obere Schranke fiir den 
absoluten Betrag der Differenz zwischen dem in einem Punkte des 
Polygons durch die Differentialgleichung vorgeschriebenen Richtungs- 
koeffizienten und dem im gleichen Punkte vom Polygon innegehaltenen 
Richtungskoeffizienten. 6 kann aaher wegen der gleichmaBigen Stetig- 
keit von {(x, y) dadurch beliebig klein gemacht werden,-da8 man die 
Polygonseiten hinreichend kurz wahlt. Man hat also das Resultat: 

Wenn lings einer jeden Seite des EULER-CAaucHYschen Polygons 
' die Schwankung von f(x,y) kleiner als 6 bleibt, und wenn ferner im 
ganzen Bereich f(x,y) der LipscuitZschen Bedingung von S. 28 geniigt, 
so ist der Unterschied zwischen der genauen Lésung von 


dy 
und der EULER-CaucHyschen Ndaherung kleiner als 
| 8 |x — x9 | Mle“, 


2. Verallgemeinerung des Existenzsatzes. Ich will noch eine An- 
wendung der EULER-CaucHyschen Methode angeben. Es soll sich darum 
handeln — wie schon S. 32 in Aussicht genommen wurde — zu be- 
weisen, da der Existenzsatz von S. 27/28 fiir Differentialgleichungen 
(1) ete), 
mit einer gewissen Einschrankung schon dann gilt, wenn nur /(x, y) 
in einem gewissen Bereich B stetig ist. Die Einschrankung liegt darin, 
daB jetzt durch jeden Punkt von B zwar mindestens eine Lésung von (1) 
geht, da8 es aber jetzt, wie schon S. 32 bemerkt wurde, im allgemeinen 
mehr als eine Lésung durch einen gegebenen Punkt gibt. Ich werde 
also folgendes beweisen: 
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Wenn { (x,y) im Bereiche B stetig ist und wenn xo, Vo ein Punkt 
aus B ist, so gibt es eine Zahl a>O derart; daB mindestens eine fur 
| x — X%| <a stetige Funktion y(x) existiert, fiir die (1) in | x — x, |\<a 
identisch erfillt ist, und fiir die y (x) = yo ist. 

Zum Beweise grenze ich um % 9, yy ein B angehériges Rechteck 
|% — %)|S a, |y—yo| <8 ab und ersetze alsdann (1) durch eine 
Differentialgleichung 
(2) = g(x,y), 
deren rechte Seite im ganzen Streifen | x — x) |< « stetig ist, und wo 
im Rechteck und an seinem Rande 


& (x, ¥) = f(x, 9) 

gilt. Eine solche Funktion erhalt man, wenn man auBerhalb des Recht- 
ecks 
g(x,y) =1(%,% +B) 
definiert, wo das obere oder das untere Zeichen gelten soll, je nachdem 
Y — Yo > B oder y — yy < — B ist. Dieser Kunstgriff hat den Vorteil, 
da8 wir fir die neue Gleichung (2) im ganzen Intervall | x — x)| Sa 
eine Lésung erhalten, die dann fiir alle die x-Werte der Gleichung (1) 
gent, fiir die sie im Rechteck verlauft. Dadurch ist dann die Zahl a des 
Satzes bestimmt. Diese ist wegen der Stetigkeit der Lésung sicher positiv. 

Zur Konstruktion einer Lésung bedienen wir uns der Polygon- 
methode. Zur Herstellung des -ten Polygones teilen wir das Intervall 
| x — %) | S« in 2” gleiche Teile ein, so daB die zum n-ten Polygon ge- 
hérige Einteilung durch Halbierung aller der Intervalle entsteht, die 
beim # — 1-sten Polygon auftraten. Ausgehend vom Punkte %p9, Vo 
konstruieren wir dann das n-te Polygon, indem wir stets in dem zwi- 
schen zwei x-Teilpunkten gelegenen Streifen eine feste Richtung ein- 
halten, namlich diejenige, die tiber dem x, zundchst gelegenen Teil- 
punkt vorgeschrieben ist. : 

7 = Pn (*) 

sei die dem -ten Polygon zugehdérige Richtungsfunktion, so daB das 
n-te Polygon selbst durch 


(3) ‘Yn (4) = Yo + f Yn (tat 
*0 
gegeben ist?. Wir betrachten noch 
(4) yn (*) =o + felts Yn) at. 
x0 


1 Die fir y,(*) vorhin durch Worte gegebene Definition 148t sich dann so 
in Formeln ausdriicken. Ein Teilintervall sei von ¥, und %,,, begrenzt. , sei 
der #, zundchst gelegene Teilpunkt. Dann ist y, zwischen %, und %y41 So erklart: 
Wn(*) = 8 (%_, Yn (%,)) und in den an % anstoBenden Intervallen ist py, (*) = g (%, Vo) 
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Alle bei den verschiedenen Polygonen vorkommenden x-Teilpunkte 
bilden eine abzihlbare Menge. Die Funktionen | y,(x) | liegen alle 
unter einer festen Schranke M, denn das sind Werte, die g(x, y) in 
geeigneten Punkten annimmt. Daher sind nach (3) und (4) auch die 
| ¥n(x) | und | y*(x) | unter einer festen Schranke gelegen. Daher kann 
man aus der Folge der y,,(x) eine Teilfolge auswahlen, derart, daB an 
allen Teilpunkten der 

lim y, (*) 
existiert. Man numeriere, um das einzusehen, die Teilpunkte und be- 
trachte die Werte der y,,(%) am ersten Teilpunkte. Da sie beschrankt 
sind, kann man eine konvergente Teilfolge auswahlen. Die dazu ge- 
horigen Funktionen y,(%) betrachte man am zweiten Teilpunkte und 
wahle daraus eine auch dort konvergente Teilfolge aus usw. 

So mége man nacheinander die Folgen 


Vay (x), Vig (x)... 

Vuy(%),  Vug(%) +++ 
erhalten, deren jede eine Teilfolge der vorhergehenden ist, und die 
derart beschaffen sind, daB die n-te Folge an den ersten Teilpunkten 
konvergiert. Die Diagonalfolge 

Yay (%)>  Yug (*)-- 


konvergiert dann an allen Teilpunkten. 

Ich werde nun zeigen, daB diese Diagonalfolge sogar fiir alle x aus 
| * — %)| <a konvergiert. 

Sei namlich x, eine beliebige Stelle mit | x, — %)|<«, so gibt es 
zwischen x, und x, beliebig nahe bei x, Teilpunkte. x, sei ein zwischen 
% und x, gelegener Teilpunkt, tiber den wir nun gleich passend ver- 
fiigen werden. Jedenfalls ist 


Vn (%1) — Vn (%2) = J Yn (x) dx. 


Daher ist 
| ¥n (%1) — Yn (%2) | < M |x, — x6 | 


fir alle ». Man gebe eine Zahl ¢e >0 vor und wahle x, so nahe an 
%,, daB 


M | x, — *_| < = 
wird. Dann ist also 
[Yn (%1) — Yn (a) < zs 


einerlei, wie sonst x, und x, gewahlt sein mégen. 
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Ferner wahle man alsdann so groB, daB fiir alle p >0 


| Yarn (X2) — Vn (%9) |< x 
ist. Da auch 


Lvs (x3) — Vat+p (%3) — = 
ist, so wird 
Vere (*3) = (x) | —acr, 
woraus die Konvergenz folgt. Es gibt also eine Grenzfunktion y(x), 
fiir die 
y (x) = lim y, (x) 
n->o 

in om % |< gilt. Ich zeige, daB diese Grenzfunktion stetig ist. 

Dies folgt daraus; daB, wie eben schon bemerkt wurde, fiir irgend 
zwei Werte x, und x,, fiir die | 

M|x,—x,|<e 
ist, auch fiir alle n 
[Yn (%1) — Yn (%2) |< 
ist. Daher ist auch 
ly (%) —y (%2)|Se, 
sobald 
M|%,—%*,|<e 

ist. 
Weiter streben die durch (4) erklarten y* (x) derselben Grenzfunktion 
y(x) zu, wie die y,, (x). Denn aus (3) und (4) folgt 


V2 (%) — Yq (2) =, [eg (t,n (¢)) — Yn (i) at. 


Nun aber sind die Werte von y,(¢) in den einzelnen Teilintervallen 
_ konstant, und zwar stets gleich dem Wert, den g(é, y,(¢)) in der am 
einen Ende des Teilintervalles gelegenen Ecke des Polygones y,(x) 
annimmt. Daher ist wegen der gleichmaBigen Stetigkeit von g(x, y) 


le (ts%n ()) —Yn |<, 
sobald nur  groB genug ist, d. h., sobald alle Teilintervalle klein genug 
sind. Daraus folgt sofort, daB 
‘lim (yi (*) — Yn (%)) = 0 
' n->oo 
gleichmaBig fiir | x — x |< gilt. 
Ich zeige noch, daB die y,(x) gleichmaBig gegen (*) konvergieren. 


Dies kann den vorausgegangenen Betrachtungen sofort entnommen 
werden. Denn wir haben folgendes bewiesen: Wenn 


4, — %21< oz 


BIEBERBACH, Differentialgleichungen. 3. Aufl. 
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ist, so folgt aus 
E 
| Yuen (%2) — Yn (2) | < 3° 
daB 
|Yntn (4) — Yn (%)|<e- 
Man gebe daher ein e > 0 beliebig vor und teile das Intervall 
|%—x9| <a 
in endlich viele Teilintervalle ein, deren Lange kleiner als aoe Zu 
jedem Teilintervall gehért dann eine Nummer N derart, da8 im ganzen 
Intervall 
| Yn+p (*%) — ¥n(*) | <é 
ist fiir beliebiges p >0 undu>QN. 

Das gréBte dieser endlich vielen N sei N’. Es hat die Eigenschaft, 
daB fiir n > N’ und # > 0 in jedem der Intervalle, also auch im ganzen 
Intervalle 

Pate (x) me oan (x) | <2 
ist. Daher folgt aus 


xz 
yale) = s+ J eltsyn (at 
in Verbindung mit der gleichmaBigen Existenz der Grenzwerte - 


y (x) ES Vn (%), 
und 
y (%) = lim y, (x) 


N-> CO 


und in Verbindung mit der Stetigkeit yon g(x, y), daB 


y(e)=yot Jel, y) dt 


ist, und daraus folgt durch Differentiation, daB y(x) eine Lésung von 
(2) ist, fiir die y (x) = yp gilt. 


1 Dann 14Bt sich namlich in jedem der Intervalle eine Stelle x, finden, so daB 
fiir alle anderen Stellen %, des Intervalles 


|4,;—%|<—— 
3M 


ist. An jeder Stelle, also auch bei %, existiert lim y,(%2). Also gibt es ein N, so 
daB fir alle » > N und alle p>0 cn 

| Yarn (42) — Yn (42) |< 
et Also ist fiir alle Stellen x, des Intervalles, fiir » > N und alle p>0 

| Ynto (%1) — Yn (1) | <e- 
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Wir haben schon S. 32 bemerkt, daB es im allgemeinen noch weitere 


dieser Anfangsbedingung geniigende Lésungen gibt. Man vgl. auch noch 
die Bemerkungen auf S. 70ff. 


§ 6. Integration durch Potenzreihen. 


Wenn f(x,y) eine analytische Funktion seiner Argumente ist, so 
werden auch die Loésungen der Differentialgleichung 


% = f(x,y) 


analytische Funktionen. Wir wollen uns davon tiberzeugen. 
Ich setze voraus’, daB f(z,w) in dem durch |z—z,| <A und 
| w — w)|< B bestimmten Bereich eine eindeutige analytische Funk- 


tion der beiden komplexen Variablen z und w sei?. In diesem Bereich 
sei weiter 


\f(z, w)|<M. 
Ferner seien a A, b= B so gewahlt, daB 
b>aM. 
Es soll eine Lésung der Differentialgleichung 
dw 
el ar t (z, w) 


gefunden werden, die fir z =z, den Wert w =w,) annimmt. Man 
kann auch jetzt die L6sung nach der Methode der sukzessiven Appro- 
ximationen finden. Nur miissen jetzt einige Abschatzungen etwas an- 
ders gewonnen werden. Wir bendtigen vor allem eine Abschatzung 


If (z, Ww) —f (2, We)| < M|w, — w,|. 


Diese gewannen wir S. 28 aus dem Mittelwertsatz’. Hier mu8 etwas 
anders geschlossen werden. Man muB ja nur erkennen, daB 


f(z, 1) —f(Z, We) 
W,— We 


<M 


ist bei passender Wahl von M. Nun ist aber 
f (2, 1) — f (2, ®2) = = {piety 


1 Man vgl. die Voraussetzungen auf S. 27/28. 
2 Sie soll also nach z und nach w differenzierbar und als Funktion der beiden 
‘Variablen z und w stetig sein. 
3 Der Leser vergleiche zum folgenden stets die entsprechenden Darlegungen 
von S. 29ff. 
4* 
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In.|z—z|SA, |w —wo|S Bist a (z,w) gleichfalls analytisch. 
Daher gibt es eine Zahl M > 0, so daB fiir alle diese z, w 


of 
SE (@,w)| <M 


ist. Also ist | f(z, w,) — f(z, 2) | SM |w, —w3|, da man geradlinig 
von w, nach w, integrieren kann. Also gibt es eine Schranke M, wie wir 
sie suchen. Wir kénnen nun wie auf S. 29 ff. die Methode der sukzessiven 
Approximationen ansetzen. Wir wahlen nur aus bald ersichtlichen 
Griinden als erste Naherung w,(z) eine analytische Funktion. Ich setze 
z. B. Wo(z) = wo. Dann wird 


w, (2) = wot J 1(C, wo) dC. 


Hier kann die z, mit z verbindende Gerade als Integrationsweg gewahlt 
werden. Dann erkennt man, daB8 


(1) | @1(z) — &|<M|z— 29| 


‘ist. Genau wie auf S. 30 kann man nun die weiteren Naherungen ab- 
schatzen, wofern man nur geradlinig von z) nach z integriert. Wir 
mtssen uns nur noch ahnlich wie auf S. 30 vergewissern, daB das Ein- 
setzen der gefundenen Naherungen w,(z) in f(z, w) zu analytischen 
Funktionen /(z, w,(z)) fiihrt. Dazu ist erforderlich, daB die Werte von z 
dem Kreise |z—2z,| <A, und daB die Werte, die w,(z) annimmt, 
dem Kreis |w — wy|< B angehéren. Setzt man |z— z,| <a vor- 
aus, so ist nach (1) |w,—wy|<aM <b. Wir wollen zeigen, daB 
fir alle » und |z—2%|Sa auch |w, — w)| <b ist. Wir nehmen 
dem Verfahren der vollstandigen Induktion entsprechend an, daB 
| Mp1 — Wy| <b fiir | z — 2)| Sa. Dann ist wegen 


Wy (2) = wot J f(C, p21) 2 
ersichtlich, daB : 
| w,(z) — | <M|z—%|<Ma<d. 


So gelangen wir zu einer Folge von analytischen Naherungsfunktionen 
W,(z), die fiir |z-—2z)|< a gegen eine gleichfalls analytische Grenz- 
funktion konvergiert. Der Konvergenzbeweis ergibt sich genau so wie 
S. 30. Es sei eine niitzliche Ubung fiir den Leser, das naher durch- 
zufiihren. Die Grenzfunktion w (z) ist dann die gesuchte Lésung der Dif- 
ferentialgleichung. DaB es keine weitere gibt, die denselben Anfangs- 
bedingungen geniigt, erkennt man, wie auf S. 31. 

Als analytische Funktion kann man sie in eine in |z—2| <a 
konvergente Potenzreihe 


(2) w(z) = Wy) + C4 (% — %) + °° 
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entwickeln. Da man nun einmal wei8, da8 man ihre Koeffizienten 
so wahlen kann, daB sie eine Lésung der Differentialgleichung dar- 
stellt, so kann man ihre wirkliche Bestimmung auch auf anderem 
bequemeren Wege vornehmen. Dazu bietet sich die Methode der un- 
bestimmten Koeffizienten dar. Man geht mit der Reihe (2) in die Dif- 
ferentialgleichung hinein und bekommt dadurch gewisse Bedingungs- 
gleichungen fiir die Koeffizienten, aus welchen man sie berechnen kann. 
Wenn namlich der Differentialgleichung 
ad : 
ame = f(z, w) = S14 jx (z — %)*(w — wo) 
die Funktion 
W = Wy + C,(Z— 2%) + -:- 
gentigen soll, so sind zur Bestimmung ihrer Koeffizienten c, nur die 
Ableitungen von w an der Stelle z) zu berechnen. Denn es ist ja 


epee eee 

i a |, 

Man entnimmt aber sofort der Sista daB 
dw 


rar ele = 


= f (Zo, Wo) = Ayo 
ist. Differenziert man die Gleichung einmal nach z und setzt z = 2), 
so findet man 


dw 
w= Wy az 


d*w 
dz 


atl. af 


— Se =€4 o + % Cale 
s=25 0z\w=w, Ow 1 iia 


—%, 


2!¢, = 


So kann man nacheinander die Koeffizienten berechnen. Denn jede 
neue Gleichung erlaubt es, einen weiteren Koeffizienten durch die 
vorher schon bestimmten auszudriicken. 

Auch die weiteren Betrachtungen von S. 39ff. lassen sich nun un- 
verandert iibertragen. Insbesondere lehrt die Uberlegung von S. 41ff., 
daB die Lésungen analytisch von den Anfangsbedingungen abhingen 
und analytische Funktionen eines selbst analytisch in die Differential- 
gleichung eingehenden Parameters sind. 

Auch auf Systeme lassen sich die Betrachtungen ohne weiteres 


tibertragen. 


§ 7. Ubertragung der Simpsonschen Regel. 


In der Integralrechnung lernt man verschiedene Formeln zur nu- 
merischen Quadratur kennen. Die bekannteste ist die Simpsonsche 


Regel. Sie lehrt, daB das Integral 


J (h) = J f(x) ax 
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angenahert durch die Formel 
Ti) = h Mya + 4t(@+ 5) tHe + my 


ausgewertet werden kann. Die Gite der Ubereinstimmung kommt 
darin zum Ausdruck, da8 die Entwicklungen von J (h) und von J; (h) 
nach Potenzen von h bis zu den Gliedern vierter Ordnung einschlieBlich 
iibereinstimmen. Auch kennt man Formeln zur Abschatzung des 
Fehlers. 

Es ist ein gemeinsamer Zug aller dieser Formeln, den Integral- 
wert naherungsweise durch eine lineare Funktion geeignet gewahlter 
Funktionswerte auszudriicken. RUNGE hat es zuerst unternommen, 
nach diesem Gedanken Naherungsformeln zur Auflésung von Diffe- 
rentialgleichungen zu gewinnen. Kutta! hat in Verfolg dieser Unter- 
suchungen durch eine langere Rechnung folgendes Ergebnis gefunden. 

Dasjenige Integral der Differentialgleichung 


oY = (x,y), 


welches fiir * = %) den Wert y, besitzt, wird fir x = x%,+Ah an- 
genahert durch die folgende RuncE-Kuttrasche Formel dargestellt : 


(ho i= Vo chara: MK nee So et eey Ag). 
Hier ist 


7) 


dear 4 ="), 
K, =f (*o +A, yo + Kyh). 


Entwickelt man sowohl die Lésung, wie diese Naherung nach Potenzen 
von h, so erhalt man Ubereinstimmung bis zu den Gliedern vierter 
Ordnung einschlieBlich. 

Was nun die Abschatzung des Fehlers anlangt, den man bei An- 
wendung dieser Regel begeht, so gewinnt man durch einige Rechnung 
auf Grund des TayLorschen Satzes das folgende Ergebnis: Der Unter- 
schied zwischen der wahren Lésung y, und der Naherungslésung y, 
durch den Punkt (%9, yo) geniigt der Ungleichung 


me 6BMN | + — #5 /°|N5—1]_ 
| Yu Ne N=} 


Dabei ist folgendes vorausgesetzt: Im Gebiete B: |x — x%| <a, 
|y —¥o| <6 gentigt /(*,) samt seinen partiellen Ableitungen der 


1 Zeitschr. fiir Math. u. Phys. Bd. 46. 1901. 
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vier ersten Ordnungen den folgenden Bedingungen: 


lf (x |<M, 


N 
Ma—1 


OE+E) f 


aaray (i +k<3). 


< 


Ferner soll 
|x —%|N<l 
aM<b 
sein. Ich will die dazu fiihrenden Rechnungen nicht reproduzieren. 
Auf eine Aufstellung ahnlicher Fehlerabschatzungen i im komplexen Ge- 


biet kann verzichtet werden. 
Ich will z. B. fiir « = 0,2 dasjenige Integral von 


jE PY 
berechnen, welches fiir « = 0 verschwindet. Die Naherungsformel lie- 
fert 0,0214, die genaue Lésung 
y=e—x—]1 


ergibt auf vier Dezimalen genau gleichfalls 0,0214. 
Die Approximation ist also besser, als sie die allgemeine Abschatzung 
erwarten lie8. Denn diese liefert fir M=1,N =1,a=0,1,b =0,2 


~ D4 
immerhin als 4uBersten mdglichen Fehler noch a Hatte man fiir 


% =0,1 gerechnet, so hatte man als méglichen Fehler nur in gefunden. 


Will man auch fiir 0,2 eine gréBere Genauigkeit erreichen, so kann 
man erst den Wert der Lésung fiir 0,1 berechnen und dann mit dem ge- 
fundenen Wert als Anfangswert nochmals die RUNGE-KutTtTAsche Regel 
anwenden. Man hat dann auBer dem zweimal vorkommenden Fehler 


von a noch den Fehler zu beriicksichtigen, der davon herriihrt, daB 


man am Anfang des zweiten Intervalles einen um héchstens joy : o« falschen 
Anfangswert verwendet hat. Das macht aber nach S. 43 far den Wert 
der Lésung bei 0,2 héchstens aa aus. Daher findet man durch zwei- 
malige Anwendung der RUNGE-KutTaschen Regel in der eben an- 
gegebenen Weise die Lésung fiir « =0,2 bis auf einen Fehler von 


4uBerstens iow: 


Wer sich naher fiir praktische Integration interessiert, mége zu 
dem in dieser Sammlung erschienenen Buch von RUNGE und K6nIc 


iiber numerisches Rechnen greifen. 
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III. Kapitel. 
Die LiEsche Theorie. 


§ 1. Die Transformationsgruppe und ihre infinitesimalen 
Transformationen. 


1. Die Transformationen. Ist ein System von Differentialgleichungen 
dx ax 
(1) p= Pi (%1 %2)» Fp Pa (1 » *2) 
vorgelegt!, so kann diejenige Lésung, welche fiir t= ?%, die Werte 
Vio ve = veg CUniin ae deta born 


(2) Ky = f, (¢ — to, X19, X29) » Xo = fe (t — to, X19, X20) 


geschrieben werden. Die genannte Lésung geht namlich durch die 
Substitution t = ¢ — ¢, aus derjenigen Lésung von 

ax, ; 

fe ee (¢ = 1, 2) 
hervor, welche fiir tr =0 die Werte x; = %;9(¢ =1,2) annimmt. Es 
ist also 


(3) Xin =f (0, 49, X20) (¢ = 1, 2). 


Fiir jeden einzelnen Wert von # stellen die Gleichungen (2) eine 
Transformation dar, welche den Punkt (%19, %g9) aus B in den Punkt 
(x1, %_) desselben Bereiches iiberfiihrt, solange |¢ — ¢,| nicht zu groB 
ist. Wir wollen, um diese Annahme nicht immer erwadhnen zu miissen, 
lieber voraussetzen, daB die P,(x,, x.) samt ihren ersten Ableitungen 
in der vollen (%,, %)-Ebene stetig seien. LaBt man ¢ von ¢, an sich an- 
dern, so erhalt man eine Schar solcher Transformationen. Jede der- 
selben transformiert den Punkt P;,(%19, %29) in einen Punkt P, der 
durch P;, bestimmten Liésungskurve der Differentialgleichungen (1). 
Man nennt daher diese Integralkurven auch Bahnkurven der Trans- 
formation und denkt sich den Parameter ¢ als Zeitparameter gedeutet. 

2. Die Gruppe. Diese einparametrige Schar von Transformationen (2) 
bilden eine Gruppe. Um das einzusehen, haben wir zu zeigen, daB 1. die 


aus zwei Transformationen zusammengesetzte zur Schar gehért, und 
daB 2. die inversen Transformationen zur Schar gehéren. 


Sind 
qu: x5 = fi (ty — to, X19, Xa) (+ = 1, 2) 
De: X= fi, (te —t, 41, x9) (i = 1,2) 


1 Die P,(¥,, ¥%,) mogen in einem Bereich B samt ihren partiellen Ableitungen 
erster Ordnung stetig sein. 
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zwei Transformationen der Schar, so ist nach (2) 
Vegi XY = fi (te — ty, X10, X20)» ( = I, 2) 
so daB also hierdurch die zusammengesetzte Transformation T,=T,, 


gegeben ist. 
Insbesondere ist daher 


Keo = fy (to — 4, %1, %9) (¢ = 1; 2) 
die zu (2) inverse Transformation. 

Dies erkennt man nach (3), wenn man in der vorausgegangenen 
Betrachtung ¢, = fy setzt. 

Will man die Transformation ©, = TZ, haben, so schreibe man 

By: x= fi (tg — ty, X10, X a9) 

a1: *% =f —%, %4,%5) 

2 By: X= fi (te — bos *10, X20)- 

Es ist somit {; = &;. Die Transformationen sind also vertauschbar. 
Es liegt eine ABELsche Gruppe vor. Die Parameterwerte ¢ — ¢,, welche 
die einzelne Transformation der Schar festlegen, werden bei der Zu- 
sammensetzung addiert und die Summe der Parameter ist der Para- 
meter der zusammengesetzten Transformation. 

3. Infinitesimale Transformationen. Ist nun eine Funktion F (x, x») 
vorgelegt, so wird es interessieren, ihren Wert in einem Bildpunkt 
(%,, %,) mit dem Wert im Originalpunkt (%19, %99) zu vergleichen. Tragt 
man (2) in F(x,, x,) ein, so findet man 
(4) F (t) =F (fi (¢—%, *10) %20), fe (£ — bo» *10» X20) « 

Es wird 
a 
F' (t) = ax, “10 %e9) Py (%19, X20) + 55 - in =a » X99) Ps (%19 %20) + 


Will man F (é * en Potenzen von ¢ — fy entwickeln, so wird der An- 
fang der Entwicklung 
F (t) = F (f) + (¢— %) F’() ++: - 

Also 
(5) F (4%, %s) = F (19, ¥20) + (¢ — to) UF (%10, %20) ++ °°» 
wenn man in iiblicher Weise zur Pee 

OF 

UF= oP + 5— ae. =— P, 
setzt. Nimmt man die P, als ey a oft differenzierbar an, so werden 
die weiteren Koeffizienten der Entwicklung erhalten, indem man die 
Operation U wiederholt anwendet. So wird dann der Koeffizient von 
(¢ — t)* 
ae AU FN ae EY Petgae UF) P 
UPF = U (UF) = 5 (UP) Py + 55, (UF) Ps. 
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In erster Annaherung ist die Anderung von F unter dem Einflu8 einer 
Transformation der Gruppe durch die in (5) angeschriebenen Glieder 
gegeben. Diese Annaherung wird um so besser sein, je kleiner t — fy 
ist, d.h. je weniger die Transformation von der identischen abweicht. 
Denn letztere kommt ja heraus, wenn man ¢ = é, nimmt. Die in (5) 
angeschriebenen Glieder wiirden den EinfluB der Transformation genau 
wiedergeben, wenn diese durch 


(6) Ke = Xiq + (¢ — bo) P; (X19 %20) (¢ = 1,2) 
dargestellt ware, d. h. wenn es sich um die Integration von Differential- 
gleichungen 

me d x; 

FERS P; (%19) X20) 


mit konstanten rechten Seiten handelte. Man hat sich gewohnt, die 
Transformationen (6) infinitesimale Transformationen zu nennen und 
zu ihrer Bezeichnung UF zu verwenden. Insbesondere wird namlich 
. Ux, = P;(%, %2), 
so daB man statt (6) auch schreiben kann 
%_ = Xig + ($ — bh) U Xin (¢ =I, 2). 


Die Kenntnis von UF lehrt nach (4), den Einflu8 der Transformation 
auf irgendeine Funktion zu ermitteln. Den ungefahren Ort des Bild- 
punktes kann man durch mehrmalige Anwendung von (6) wie folgt 
ermitteln. Man bilde nacheinander 


%iy = Kig + (t, — bo) Pi (X19, ¥29) 
Kg = Xi + (tg — by) Py (%11, Xe) 


Hin = Kener t+ (bn — baa) Pi (%1n-1> %en-1)- 
Dann wahle man die ¢,—4,_,, geniigend klein. Je kleiner sie sind, um 
so genauer wird (%,,,, %,,) die Lage von 


%i = fi (tn — o> X10» Xa0) (7 = 1, 2) 


besitzen. Man wendet also sukzessive immer Transformationen an, die 
wenig von der Identitaét abweichen. Die dabei herauskommenden 
Zwischenpunkte sind weiter nichts als die Ecken eines der S. 45 betrach- 
teten EULERschen Polygone, die die Lésungskurven der Differential- 
gleichungen (1), d.h. also in unserer jetzigen Sprechweise, die Bahn- 
kurven der Transformation approximieren. | 


4. Invariante Kurvenscharen. Es mége nun durch 
F(%,,%_) = const 


eine Kurvenschar gegeben sein. Wir wollen feststellen, unter welchen 
Bedingungen durch die Transformation (2) jede Kurve der Schar 
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wieder in eine Kurve der Schar iibergeht. Dafiir ist notwendig und hin- 
reichend, daB aus allen den Punkten, wo F einen festen Wert hat, 
wieder Punkte werden, in denen F wieder einen festen Wert hat, mag 
dies nun derselbe oder ein anderer sein. Dafiir wieder ist notwendig 
und hinreichend, daB das F(#) von (4) eine Funktion von ¢ und von 
F (19, %g9) allein ist. Nun ist 


FE+A) =F if, (¢ +h — by, x19, X09), fo (t +h — by, X10 X20) 
= F ff, (A, 44, %2), fe (i, %1, %)} , 
wenn man 
x; =f, (t — ty, X19, X20) 
setzt. Dies folgt aus dem oben iiber die Zusammensetzung der Trans- 
formationen Gesagten. Also wird 
; OF OF 
E(t) = 3 (Ma» Xa) Py (% 1, ¥2) + a (%1) Xe) Po (%1, %2) = U (F). 
Ox, Ox 
Ist dann F(¢-+ h) eine Funktion von / und von F(x%,, x,) allein, so 
folgt, daB U(F) eine Funktion von F allein ist. Diese notwendige Be- 
dingung fiir eine invariante Kurvenschar erweist sich nun aber auch als 
hinreichend. Denn ist U(F) = ®(F), so wird 


Also 


Also 
F =w(Fy,t —t). 


Wir haben somit das Ergebnis: 

Dafiir, daB die Kurvenschar F = const durch die Transformationen (2) 
in sich tibergefiihrt wird, ist notwendig und hinreichend, dap U (F) = ®(F) 
ist, wo D(F) eine passende Funktion von F ist. 

Ist insbesondere ®(F) = 0, so folgt F’(?) =0. D.h. F bleibt un- 
geandert. Dann geht jede Kurve der Schar in sich tiber. D. h. F = const 
stellt die Bahnkurven der Transformation (2), d.h. die Integralkurven 
' der Differentialgleichungen (1) dar. Dies Ergebnis ist uns in der Tat , 
schon S. 15ff. in etwas anderer Fassung begegnet. 


§ 2. Die erweiterte Gruppe. 


1. Erweiterte Gruppe. Die KurvenF = const werden im allgemeinen 
die Integralkurven einer von (1) verschiedenen Differentialgleichung 
sein. Es ist der Grundzug der Lieschen Theorie, zu ermitteln, welchen 
Nutzen fiir die Integration einer Differentialgleichung die Kenntnis der 
infinitesimalen Transformationen einer Gruppe besitzt, welche die In- 
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tegralkurven derselben ineinander tiberfiihrt. Um dies darlegen zu kon- 
nen, wird es zunichst nétig sein, festzustellen, ob man nicht einem 
System von Differentialgleichungen 

(7) et = Os (4, 2) eee 
schon vor der Integration, d.h. bevor man die Integralkurven in der 
Form F = const kennt, ansehen kann, ob seine Integralkurven eine 
Transformationsgruppe (2) gestatten. Zu dem Zwecke wollen wir zu- 
nachst feststellen, welchen Einflu8 die Transformationen (2) auf ein 
Linienelement haben. Ist 

%q = X(T) 


eine stetig differenzierbare Kurve, so wird nach (2) 


(8) x4 (t) = fy (¢ — to, X19 (7), X99 (T)) 
ihre Bildkurve bei festem ¢. Also wird 
dx, Of ax 19 Of; Axo eee 
dt Ov at Ota nat anes 


oder abgekiirzt 
(2') 4 = Fi; (t — by, X19, X29) ¥ 19» %20) « 
Die Transformationen (2) zusammen mit den (2’) bilden wieder eine 


Gruppe, die sogenannte erweiterte Gruppe. Die Funktionen F; von (2’) 
sind namlich die Integrale der Differentialgleichungen 


Wegen (8) ist namlich fir jedes + 
ax 
ACA IEAG)E 
Also 
ak, 7 ai 
7 ws +55 oe 


2. Differentialgleichungen mit Transformationen in sich. Nun kann 
man die Betrachtungen des vorigen Paragraphen auf das von den Dif- 
ferentialgleichungen (1) und (1’) gebildete System ohne weitere Um- 
 stande iibertragen. Insbesondere wollen wir die Frage beantworten, 
wann das Vektorfeld einer Differentialgleichung (7) durch die Trans- 
formationen der erweiterten Gruppe in sich tibergefiihrt wird. Dies ist 
gleichbedeutend mit der Frage, wann durch eine Transformations- 
gruppe die Richtigkeit der Gleichung 


F (%1,%_, %1, %g) = %¥1Q, — 42.9, = 0 


nicht gestért wird. Nach den Darlegungen des § 1 ist dafiir notwendig 
und hinreichend, daB fiir die erweiterte Gruppe UF = 0 ist immer dann, 
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wenn F= 0 ist. Es ist aber jetzt 


an OF aF /aP 
UF = 5 P, + 5 Py + (Ge 


OF s OP, . 
oFae fey + 53 Ha) 
OF/OP, », OP, ; 
rE (Fes + 55s) 
Oder 


80s: 80 a0 tee 00 
UF = (4, 552 — 4452) P, + (#1 Get — 5) Py 


OP,. Oa GES O Bar. 
7% Qs oe %y + Ox, it) — 01 (Fe Xt Ox, iia). 


An nicht singulaéren Stellen der Differentialgleichung (7) ist die 


Bedingung, da8 UF mit F gleichzeitig verschwinden soll, damit gleich- ° 


bedeutend, daB 
0g 0g 0 0 
(9) (0, 52 — 0,52) P, +.(0, 384 — 0,58) P, 
OF. oP. OP. OF 
+ Qa (5520s + 557 Or) — Os (552 Or + 552 On) = 0 


ist. Wenn P,Q, — P,Q. + 0 ist, so kann man hierfiir schreiben 


to) Q, \ d Qa = 
(10) Ox, qraaE tan (oF ar) =o 


Dafiir also, daf die Integralkurven der Dutfferentialgleichung (7) 
durch -die zu (1) gehorige Transformationsgruppe in Integralkurven von 
(7) wbergefiihrt werden, ist notwendig und hinreichend, daB entweder 
PQ, — P.Q, =0 oder daB (10) erfullt ist. Die erste Moglichkeit ent- 
spricht natiirlich dem Fall, daB die Integralkurven von (7) bei den 
Transformationen der Gruppe’ jede einzeln in sich selber tbergehen. 


§ 8. Differentialgleichungen mit bekannter Transformations- 
gruppe oder mit bekannten infinitesimalen Transformationen. 


1. Ermittlung von Multiplikatoren. Die Form (10) der Bedingung 
dafiir, daB die zu (1) gehérige Transformationsgruppe, die die Integral- 
kurven von (7) untereinander vertauscht, ohne sie einzeln festzulassen, 
zeigt, daB aus der Kenntnis dieser Transformationsgruppe, ja schon 
ihrer infinitesimalen Transformation, die Kenntnis eines Multiplikators 
folgt. Denn die Gleichung (10) besagt ja unmittelbar, da8 

1 . 
Q1 i, — Q, Py 
ein Multiplikator des Differentialausdruckes 


ax, 


(7’) as = 0.5 
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ist. Ist also ®(x,, x,) eine Funktion, fiir die 


o®@ ad Qs 0@ =< —Q, 
0%,  Q,P,—Q,P,’ O% Qi P,—Q2 P; 


ist, so ist langs den Integralkurven von (7) 


D (%,, %) = const. 
Das sind also die Integralkurven von (7). 


2. Die Liesche Theorie der elementaren Integrationsmethoden. Die LIE- 
sche Theorie der elementaren Integrationsmethoden besteht nun in der 
Bemerkung, daB es in all den im Kap.I besprochenen Fallen relativ 
leicht ist, infinitesimale Transformationen anzugeben, die die betreffende 
Differentialgleichung in sich tberfithren (ohne daB dabei die Integral- 
kurven derselben einzeln festbleiben). Alle Beispiele von § 1 erscheinen 
so als Spezialfalle des allgemeinen Falles, in dem man infinitesimale 
Transformationen kennt, die die Differentialgleichung in sich tiber- 
fiihren. Die allgemeine Aufgabe, alle infinitesimalen Transformationen 
von (7) zu finden, ist mit der Aufgabe identisch, alle Funktionenpaare 
P,, P, anzugeben, welche die partielle Differentialgleichung (9) be- 
friedigen. Es gentigt aber fiir die Integration von (7) ein solches Funk- 
tionenpaar zu kennen. 

Die Schreibweise (10) der Gleichung (9) lehrt, daB aus der Kenntnis 
eines Multiplikators von (7) die Kenntnis eines Funktionenpaars ent- 
nommen werden kann, das (9) geniigt. Ist namlich M ein Multipli- 
kator von (7’), so ist 

0 ) 
5 (MQ1) + 5 (MQ:) = 0. 
Man bestimme zwei Funktionen P, und P, so, daB M = Poor: ist. 
Dann gentigen diese beiden (10) und daher (9), und daher bestimmncn 
P,, P, eine nichttriviale infinitesimale Transformation von (7). Damit 


sind die Ausfiihrungen von § 4 und 5 aus Kap. I der allgemeinen Theorie 
untergeordnet. 


3. Beispiele. Betrachten wir noch einige weitere Falle aus Kap. I. 
Wir haben damals nicht bemerkt, da8 man im Falle der linearen 
Differentialgleichung 


y + f(*) y+ v(x) =0 


leicht einen Multiplikator angeben kann. Fiir die Ligsche Theorie 
schreiben wir diese Differentialgleichung so: 
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Es ist also Q, = 1, Q. = — [ (x) %, — y(x,). Macht man den Ansatz 
P, =0, so bleibt fiir P, nach (9) iibrig: 


oP OP 
— f (%) P, — FA + (f (1) %2 + UA agai 0. 
. OP 
Es liegt nahe, a = 0 zu nehmen. Dann bleibt fiir das nur noch von 


%, abhangige P, iibrig: 


OP. 
f(s) Pat 57 = 0. 
Man kann also 
P. = e-St(a)ax, 


nehmen. Somit ist 
edt(n)ax, 


ein Multiplikator. Die Differentialgleichungen 


aay dvs —St(x)ax 
FP OR Tere TD 
liefern Transformationen der linearen Differentialgleichung in sich. 


4. Eine allgemeine Substitutionsmethode. Im ersten Kapitel wur- 
den mehrfach Substitutionsmethoden herangezogen, die zur Trennung 
der Variablen fiihrten. Auch diese lassen sich von der Ligschen Auf- 
fassung her systematischer verstehen.. Betrachten wir z. B. die homo- 
gene Differentialgleichung 


dy y 

raaaltes 
oder als System geschrieben 

ax, 

at 


(11) 


Die Gruppe von Transformationen 
4, = 6 Xr 
Hy = CXeq; 
die sich aus der Integration der Differentialgleichungen 


dx, dx» 
See ew ero 


ergeben, fiihren offenbar die Differentialgleichungen (11) in sich tiber. 
In der Tat gentigen ja auch 


Xo 
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der Differentialgleichung (9). In 
1 


nis 


hat man also einen Multiplikator. Wir arbeiteten aber auf S. 9 mit 
der Substitution 


ee 
=) 
Anders ausgedriickt: Wir fiihrten durch 
= 4 
x 
Ye yn 


neue Variablen ein. Die Kurven y, = const und y, = const sind dabei 
die Niveaulinien des neuen Koordinatensystems. Die Linien ‘y, = const 
sind die Bahnkurven der Transformationsgruppe, und die Linien 
¥y, = const stellen eine Kurvenschar vor, die durch die Operationen 
der Gruppe in sich tibergefiihrt wird. 

Damit haben wir eine allgemeine Substitutionsmethode erkannt: 
Man fiihre die Bahnkurven einer Transformationsgruppe, welche die 
Differentialgleichung in sich tiberfiihrt, sowie eine weitere, bei dieser 
Gruppe invariante Kurvenschar als neue Koordinatenlinien ein. Dann 
sind in dieser neuen Verdnderlichen — die man kanonische nennt — 
die Variablen getrennt. 

In den neuen Verdnderlichen erhalten wir ein Paar von Differential- 
gleichungen fiir die Operationen der Transformationsgruppe, deren Lé- 
sungen %, = const sind und die zugleich Bahnkurven der Transfor- 
mationen sind. Ferner sind die x, = const eine invariante Kurven- 
schar der Gruppe. 


Damit 
ax 
aA = P, (%,, %2) 
dx, 
Fp = Pa (%1, %2) 


durch \%, = const befriedigt wird, mu8 Ux, = P,(x,, x.) =0 sein. 
Damit x, = const eine invariante Kurvenschar ist, muB nach S. 59 


U x, = P, (%,, %9) 
eine Funktion von x, allein sein. Die Gruppe ist also durch 


ax, 


ax 
ao Pi(n), —=0 


dt 


definiert. Diese’ Gruppe mu8 nun die transformierten Differential- 
gleichungen in sich tiberfiihren. Die Q, und Q, miissen also der par- 
tiellen Differentialgleichung geniigen, die sich ergibt, wenn man in (10) 
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P, = P,(x,), P, =0-eintragt. Das liefert 
Also ist 


eine Funktion von x, allein. D.h. 


Also Qy =A(%1, %2) Py(%), Q2 =Ax1,-%2) p(X) fiir ein passendes A. 
Die transformierten Differentialgleichungen werden also 


ax 
es = 4 (x1, %_) Py (%4) 
ax 
ea = A(X, %2) Y (Xe). 
Fihrt man durch 
dt 1 


dt rd (1 %2) 
einen neuen Parameter Tt, ein, so kann man auch schreiben 
ax ax 

de, = Pa(%), aS P (Xz) 
p (%2) 
Py (*) 

5. Beispiel. Diese allgemeine Bemerkung erklart auch den Erfolg, 
den die Substitution 


. Die Variablen sind also getrennt. 


ax 
oder auch —2 = 
ax, 


v=x+Y 
auf S. 8 bei der Differentialgleichung 


d 
=f(x+y) 


hatte. Denn schreibt man 
t= 1, o*8 (x, + %), 
so erkennt man, daB die Operationen 
Hy = %yo+ bt, %y = % oy —F 
die Differentialgleichung in sich iiberfiihren. Diese Transformations- 
gruppe entstammt den Differentialgleichungen 


dx, 
hae 


Bahnkurven sind die Geraden 


%, + %, = const, 
BIEBERBACH, Differentialgleichungen. 3. Aufl. 5 
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eine invariante Kurvenschar die Geraden 

%, = const. 
In der Tat wird auch (9) bzw. (10) von S. 61 durch P} = 1, Pp = — 1, 
0; =1,.0, =/(% + 2.) betriedigt: 


§ 4. Projektive Transformationen. 


Besonderen Reiz diirfte es haben, die voraufgegangenen Betrach- 
tungen mit den Vorstellungen der projektiven Geometrie in Verbindung 
zu bringen. Dies wird in verschiedener Richtung geschehen. 

1. Affine Gruppe. Wann ist die durch 

ax; ; 
OO (= 1,2) 
definierte Gruppe eine Gruppe affiner Transformationen ? Die Gruppe 
soll also so aussehen 
(12) % 5 = Ag; TF Ay; X19 + 4qi X29 (1 = 1, 2), 
wo die a,; passende Funktionen von ¢ — ¢, sind. Durch Differentiation 
nach ¢ kommt 
(13) Hi = Ay 5 + Ay 5 Xp + 9; %a9- 


: ; ; ike cr 
Da in (12) die Determinante 


| == 0 sein soll, so kann man aus (12) 
: : “12409 

die x;) entnehmen und in (13) eintragen. Also kommen hier Differential- 
gleichungen der Form 


(14) Hi, = Mog + yg Hy + Og; Xe (cet Ue} 


in Frage. Hier sind dann die «,;, die zunachst von ¢ abhangen kénn- — 
ten, Konstante, da wir Differentialgleichungen betrachten wollen, deren 
rechte Seiten vom Parameter nicht abhangen. 

Die so gefundene Bedingung ist auch hinreichend. S. 9/10 haben wir 
uns nimlich gerade mit der Integration von Differentialgleichungen 
der Art (14) befaBt. Sie waren nur damals nicht als System geschrieben. 
Den dortigen Ergebnissen kann man tatsachlich entnehmen, daB die 
Lésungen -von (14) in der durch (12) angedeuteten Weise von den An- 
fangswerten .abhangen. 


2. Projektive Gruppe. Die affinen Transformationen sind ein Spezial- 
fall der projektiven. Zu der Behandlung der letzteren fiihrt man am 
besten homogene Koordinaten x,, %,, x3 ein. So lautet jetzt die Frage 
nach denjenigen Differentialgleichungen, deren Integrale sich in der 


Form 
3 


(15) %= 2'ani Xow P=], 2,3 
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schreiben lassen. Die @,,; sind dabei passende Funktionen von ¢ — be 
mit nicht verschwindender Determinante. Eine der in 1. angestellten 
ganz analoge Uberlegung fiihrt jetzt auf Differentialgleichungen 


3 
(16) = Sai p Xp (¢ =I, 2, 3); 


wo die «;, Konstanten sind. Da8 auch umgekehrt die Lésungen von (16) 
sich in der Form (15) schreiben lassen, ergibt sich so: Unter den Inte- 
gralkurven von (16) kommt stets mindestens eine reelle Gerade vor. 
Man unterwirft die Gleichungen (16) einer projektiven Transformation, 
die diese Integralgerade zur uneigentlichen Geraden macht. Dabei ent- 
stehen wieder lineare homogene Differentialgleichungen mit konstanten 
Koeffizienten. Da aber jetzt x, = 0 eine Integralgerade ist, so hat die 
letzte Differentialgleichung die Form 


, 
Xe = Age Xq- 
; 5 ; % 
Geht man dann zu inhomogenen Koordinaten tiber, indem man &, = oF ; 
3 


é.= <2 setzt, so erhalt man fir die &; Differentialgleichungen der 


Form (14). Aus dem fiir diese schon gelaufigen Ergebnis folgt, daB 
auch bei den (16) die Lésungen die Form (15) haben. Da man eben- 
so auch die %9;, durch die x; ausdriicken kann, ist die Determinante von 
Null verschieden. Man kann also sagen, daB8 man die Lésungen von 
(16) aus den Lésungen von Differentialgleichungen (14) durch pro- 
jektive Abbildung bekommt. Die Differentialgleichungen (14) kénnen 
durch Parallelverschiebung nach S.9/10 homogen gemacht werden. Da- 
her gehen die Lésungen der Differentialgleichungen (16) durch projek- 
tive Transformation aus den Lésungen von Differentialgleichung 


dy _ax+by 
dx cx+dy 


hervor. Die Lésungen solcher werden wir S. 74 in anderem Zusammen- 
hang ausfiihrlich diskutieren. 

Es sei eine ntitzliche Ubung fiir den Leser, die hier skizzierten Ge- 
dankengange in allen Einzelheiten durchzufiihren und auch den hier 
stillschweigend unterdriickten, S.9/10 aber erwahnten Ausnahmefall 
durchzuarbeiten. 

Hier werde nur noch angemerkt, daB man in der Literatur den 
inhomogen geschriebenen Differentialgleichungen (16) iiberfliissiger- 
weise den Namen Jacosische Differentialgleichung zu geben plflegt, 
weil man sich immer noch daran erinnert, daB JAcoBI, in praprojektiver 
Zeit diese Differentialgleichung zuerst studiert hat. Setzt man 
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so wird 


dy _ %3%_ — ¥5%> (O91 ¥% + Og2¥ + %y3) — Y (ag, % + X%yo¥ + % 3) 
(043% + HY + %3) — % (Gg, % + Og2¥ + M3) 


Hiei , , 
ax 4gX — %5%y 


die JacosBische Differentialgleichung. 

Die Lésungen solcher Differentialgleichungen pflegt man nach 
KLEIN und Lik als W-Kurven zu bezeichnen?. 

Wir beschlieBen damit unsere knappe Skizze der Ligschen Ge- 
dankengange, soweit sie fiir die Theorie der Differentialgleichungen 
erster Ordhung in Betracht kommen. Wir verweisen den interessierten 
Leser erneut auf die S. 27 erwahnte Literatur fiir weiteres Eindringen 
in analoge Theorien bei Differentialgleichungen héherer Ordnung und 
bei partiellen Differentialgleichungen. 


IV. Kapitel. 
Diskussion des Verlaufs der Integralkurven. 


§ 1. Elementare Betrachtungen. 


In diesem Kapitel soll rein qualitativ ein Uberblick iiber den Verlauf 
der Integralkurven gewonnen werden. Wir werden ihr Steigen und Fallen, 
ihre Konvexitat und Konkavitat, ihre Wendepunkte und einige weitere 
Dinge, die wir bald angeben werden, untersuchen. Zunachst soll in diesem 
Paragraphen angedeutet werden, wie man oft schon durch ganz simple 
Betrachtungen iiber die eben genannten Fragen Aufschlu8 gewinnen 
kann. Wenn die Differentialgleichung f(x,y, y’) = 0 vorgelegt ist, so stellt 
{(x, y, 0) = 0 im allgemeinen Kurven dar, welche die Teile des Geraden- 
feldes, in welchen die Integralkurven bei wachsendem x steigen, von 
denjenigen trennen, wo sie fallen?. Differenziert man die Differential- 
gleichung nach x, so erhalt man f, + fy-y’ + fy -y’” =0. Daher sind 
die Wendepunkte der Integralkurven unter den Punkten (x, y) ent- 
halten, fir die bei passender Wahl von y’ die beiden Gleichungen 


[Asya One Mey en ea10 


gelten. Diese Punktmenge oder Kurve, wenn man so sagen will, trennt die 
Teile des. Richtungsfeldes, wo die Integralkurven konkav sind, von den- 


1 Math. Ann. Bd. 4. 1871. 

2 Der Zusatz ,,im allgemeinen“’ deutet darauf hin, da8 unter Umstanden 
f(¥, vy, 0) =0 keine Kurve ist, wie z. B. bei f=’ oder daB unter Umstanden 
auch die Integralkurven iiberall steigen, wie z.B. fir f=? — y’, wo also 
f(*, y,0) =O nicht trennen kann. Sind aber Stellen beiderlei Art im Feld vor- 
handen, so werden sie durch f(¥, y,0) =0 voneinander getrennt. 
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jenigen, wo sie konvex sind. Ohne weiteren Zusatz kénnen diese An- 
gaben nur dann verwendet werden, wenn die Differentialgleichung 
in der Form y’ =F (x, y) vorgelegt ist, und wenn dabei F (x, y) in einem 
Bereich B samt seinen ersten Ableitungen’ als eindeutige und stetige 
Funktion erklart ist. Dann wird F(x, y) =0 der Ort derjenigen Punkte, 
wo die Integralkurven der x-Achse parallel sind und 


OF OF 


Bxvoys 


wird der Ort der Wendepunkte. Wir wollen an einem Beispiele die 
Verwertung der Angaben naher kennenlernen. 

Es sei y’ = 1+ xy vorgelegt. Der Ort horizontaler Tangenten ist 
die Hyperbel 1 + xy =0, wahrend die Wendepunkte auf der Kurve 
dritter Ordnung x + y + x?y =0 liegen!. Beide Kurven sind in Abb. 7 
punktiert eingetragen. 
Schon diese wenigen Be- 
merkungen erlauben es, 
zu erkennen, daB die In- 
tegralkurven den in Abb.7 
verzeichneten ungefahren 
Verlauf haben miissen. 
Man kann durch Be- = 
trachtung der Isoklinen a Le aes 
derGenauigkeitderZeich- 8 Sf Y AK --= 
nung noch etwas zu Hilfe ee 
kommen, z. B. beachten, 
daB die Achsen stets un- 
ter 45 Grad durchsetzt Abb. 7. 


werden. Aber nicht alle 
Integralkurven kénnen die x-Achse treffen. Auch solche Kurven sind 


in Abb. 7 zu sehen. Wenn man namlich z. B. vom Punkte (+ 2, — 2) 
beginnend eine Integralkurve fiir wachsende x verfolgt, so fallt sie 
standig, verfolgt man sie aber fiir abnehmende +, so steigt sie an, bis 
sie die punktierte Hyperbel trifft. Hier ist sie der x-Achse parallel, 
um dann bei weiter abnehmendem x wieder zu fallen. 


SS 


1 Die Punkte dieser C, sind tatsachlich Wendepunkte der Integralkurven. Denn 
fiir das y’” der Integralkurven findet man y’’=2+3%y + #2 + #y. Die 
Kurve 2+ 3%y+ 42+ x#3y =0 hat aber keinen eigentlichen Punkt mit der 
C, gemein. Man kann noch hinzufiigen, daB jede Integralkurve, welche die C, 
trifft, in diesem Schnittpunkt dieselbe auch durchsetzt. Denn in einem solchen 
Schnittpunkt (x9, yo) gilt fiir die Richtung yj, der Integralkurve: yj = 1 + %o Vo» 
wahrend sich die Richtung y/, der Cy. aus 1 + 2 %¥9 + (1 + x6) v, = 0 ergibt. 
Im Falle einer Beriihrung beider im Punkte (% 9, yp) miiBte yg = yj, sein. Das 
kann aber nur fiir yp = 0 méglich sein. Hier aber ist wegen der Gleichung der 
C, auch %) = 0. In diesem Punkte (0,0) aber ist yj =1, yj = —1. 
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§ 2. Singulare Punkte. 


1. Allgemeine Bemerkungen. Wir haben S.27ff. bewiesen, daB 
unter gewissen Voraussetzungen durch jeden Punkt eines Gebietes B 
nur eine Lésung der Differentialgleichung yy’ = { (x, y) geht. Die Voraus- 
setzungen aber waren diese: /(x, y) soll in B eindeutig und stetig sein 
und einer Lrpscnitz-Bedingung 


| f (%, 91) — f (%,%)|<M|y.— ve| 

geniigen. Dabei ist M eine von x und dem Wertepaar y,, y2 nicht ab- 
hangende passende feste Zahl. Wir wollen uns nun die Frage vor- 
legen, inwieweit die Bedingungen fiir die Giiltigkeit des Ergebnisses 
auch notwendig sind. Zunachst erinnern wir uns (vgl. S. 47), daB die 
bloBe Stetigkeit von f(x,y) schon die Existenz der Lésungen zur 
Folge hat. Wenn nur f(x, y) eine stetige Funktion ist, so geht durch 
jeden Punkt von B mindestens eine Lésung hindurch. Aber ohne weitere 
Voraussetzungen iiber {(x, y) kann man nicht nachweisen, daB durch 
jeden Punkt nur eine Lésung geht. Tatsachlich kann man Differential- 
gleichungen mit stetigem f(x, y) angeben, welche mehrere Lésungen 
durch ein und denselben Punkt schicken. Das gilt z. B. bei der Diffe- 
rentialgleichung nee 

yeeets | Ly lt 


Denn ihre Lésungen sind neben y = 0 die Parabeln 


ye +h? (far x >— 4) 
! Vis nard (Fath) fre x ah), 
welche bei x = —h die x-Achse beriihren. 

‘Aber erinnern wir uns an die Definition der Lésung: Lésung hei8t 
jede differenzierbare Funktion, welche der Differentialgleichung geniigt. 
Daher sind auch solche Kurven als Lésungen anzusprechen, welche 
aus einem geradlinigen Stiick und einem Parabelbogen bestehen. Z. B. 


y= 0 firey, <a 

y=4(*—a)? fir xa (a>0). 
Durch den Punkt x =0, y =O geht auBer diesen Liésungen auch 
die Lésung y = 0 hindurch?. 


Ein weiteres Beispiel ist dieses: Die Lésungen sollen durch folgende 
Kurven geliefert werden: 


y=a, «<0 fir y<0 
Viepx OS 8 lettre 0x8 
y=eVPty, y>od fir y>xr. 


’ 1 Fir + < — h ware y’ nicht mehr positiv, so daB also nur diese Parabe)- 
bogen der Differentialgleichung geniigen. 
2 Auch anlaBlich ders Betrachtung der CLaiRautschen Differentialgleichung 
ist bereits ein 4hnliches Vorkommnis erwahnt worden. 


(x, B, y Parameter 


der Kurvenscharen) 


§ 2. Singulare Punkte. (Al 


Daraus ergibt sich fiir das /(x, y) der Differentialgleichung 
H@,y)=0, fir y<0 


fir 0<y<x 


{(*,y)=2s fir y> x. 


Dies so fiir alle x, y erklarte f(x, y) ist durchweg stetig!. Gleichwohl 
gehen durch den Koordinatenanfangspunkt unendlich viele Lésungen, 
namlich die zwischen y = 0 und y = x? gelegenen Parabeln y = Bx?. 

Man hat zeigen kénnen, daB stets dann, wenn durch einen Punkt P, 
wo /(x,¥) stetig ist, mehrere Lésungen gehen, dieselben zwischen 
zwei duBersten Lésungen liegen und einen von heiden bestimmten 
Bereich in der Umgebung von P liickenlos ausfiillen?. 

Eine hinreichende Bedingung dafiir, daB eine stetige Differential- 
gleichung durch jeden Punkt nur eine Lésung schickt, haben wir. in 
der Lrpscuitz-Bedingung erkannt. Oscoop® ist in der Frage nach hin- 
reichenden Bedingungen fiir die Einzigkeit der Lésungen zu folgendem 
Ergebnis gekommen: ¢ (x) sei eine stetige Funktion, y(0) = 0, y(u) >0 


—~ = 00, O<e< um. Es sei 


ti (%, 44) —f(*, ¥2)| SP (\¥1 — Ye), 


in dem der Betrachtung unterliegenden Bereich. Dann gibt es bei 
gegebener Anfangsbedingung nur eine Lésung. Man kann also z. B. 
mit g(u) = ulogu arbeiten. TAMARKINE® hat eine hinreichende Be- 
dingung fiir die Existenz mehrerer Lésungen hinzugefiigt. Es sei p(u) 


i d 
stetig und monoton wachsend, y(0)=0 und (ae konvergent, 
0 


ferner 
| f(x, V1) — T(%, Ve) | = v (191 — Ye) 


in der Umgebung von (%9, yo). Dann gehen durch diesen Punkt mehrere 
Lésungent. 


1 Fur (x, y) = (0, 0) folgt dies daraus, daB fiir alle (x, y) | f(¥, y)| <2| #| ist. 

2 Man vgl. W. F. Oscoop in den Monatsheften fiir Mathematik und Physik 
Bd. 9, S.331. 1898. Ferner H. KnEsEr in den Sitzgsber. preuB. Akad. Wiss., 
Physik.-math. Kl. 1923, S. 171, wo ein analoger Satz fiir Systeme bewiesen wird. 

3 Math. Zeitschr. Bd. 16, S. 207. 1903. 

4 Wegen weiterer Literatur, auch becr. Ausdehnung: auf Systeme, vgl. den 
zusammenfassenden Bericht von M. Mtrtxr im Jahresbericht der Deutsch. 
Math. Ver. Bd. 37, S. 33ff. 1928. 
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Nun will ich weiter noch Differentialgleichungen betrachten, bei 
welchen die Stetigkeit des Richtungsfeldes in einzelnen Punkten unter- 
brochen 1st. 

Eine Stelle, wo eine oder die andere Voraussetzung unseres Exi- 
stenzsatzes von S. 27/28 nicht erfiillt ist, soll stets eine singuldre Stelle 
heiBen. 


2. Typische Falle. 1. Ich betrachte 
Cp - W 


ax x 
und will den Verlauf der Lésungen dieser Differentialgleichung in der 
Nahe des Koordinatenanfanges untersuchen. Da die Loésungen die 
Geraden y = cx sind, so zeigt sich, daB alle Integralkurven den Koor- 
dinatenanfang passieren. Denn jede Integralkurve ist durch einen 
ihrer Punkte (%9, Yo) festgelegt. Die durch diesen Punkt gehende Inte- 


gralkurve ist y= ze x. Tatsachlich ist ja auch fir (x, y) = (0, 0) 
0 

nicht stetig, und das erméglicht es, daB durch diesen Punkt nicht eine, 

sondern alle Lésungen gehen. Aber nicht jede Unstetigkeit am Koor- 

dinatenanfang hat diese Folge. 


2. Wir brauchen nur die Gleichung 
d 


zu betrachten, um dies einzusehen. Man findet namlich y =cx® als 
Lésungen. Je nach der Beschaffenheit von @ zeigen diese aber ver- 
schiedenes Verhalten. Den Fall a =1 haben wir ja schon vorweg- 
genommen. Ist @ positiv, so erkennt man, da nach wie vor alle Integral- 
kurven durch den Koordinatenanfang gehen. Sie beriihren dort alle 
die x-Achse, wenn a > 1 ist. Sie berithren alle bis auf eine die y-Achse, 
wenn a < 1 ist. 

Wir sagen in all den bisher behandelten Fallen, es liege in (0, 0) 
ein Knotenpunkt der Lésungen vor. 

Ein ganz anderes Bild bieten die Falle a < 0 dar. Dann sind namlich 
durch 

y = cx 

hyperbelartige Kurven dargestellt, deren Asymptoten die x- und die 
y-Achse sind. Die eine der beiden Geraden, namlich y =0 gehort 
auch zu den Lésungen. Beide Geraden werden Lésungen, wenn man statt 


der Gleichung (1) das System =x, ae = ay betrachtet. Es hat 


abgesehen von x = 0 die gleichen Lésungen wie (1). Wir sagen in diesem 
Falle, es liege ein Sattelbunkt vor, weil die Integralkurven ahnlich 
aussehen wie die Héhenlinien in der Nahe eines Gebirgssattels. 

In allen diesen Fallen gibt es also Integralkurven durch den Koordi- 
natenanfang, also durch den singuldren Punkt der Differentialgleichung. 
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Darunter waren immer — wenn wir an den Systemfall denken — min- 
destens zwei Geraden. Nur eine Gerade kommt unter den Integral- 
kurven von 


Se ea : = * vor, Die Integralkurven sind namlich 


y = x(c + log |x|) 


und darunter kommt nur die Gerade x =0 vor. Alle Integralkurven 
gehen durch den Koordinatenanfang, weil fiir x > 0 auch y > 0 strebt. 
Wir haben also noch einen Knotenfall. 

Nun werden wir endlich noch Falle kennenlernen, wo keine Integral- 
kurven durch den singuléren Punkt gehen. 

4. So sind z. B. die Integralkurven von 


dy _ 4% 

Pa eta, 
die Kreise 

x 4-4? =. 


Wenn, wie in diesem Beispiel die Integralkurven sich geschlossen 
um den singularen Punkt herumlegen, spricht man von einem Wirbel- 
punkt. 

5. Endlich betrachte ich noch die Differentialgleichung der logarith- 
mischen Spiralen 

dy a~+tay 
re caw y° 


Zur Integration dieser Gleichung fiihrt man am besten Polar- 


koordinaten durch 
4 == %,C0S P 


y=rsingp 
ein. Dann wird die Gleichung 
SY = ra, 
ap 
Also sind wirklich die logarithmischen Spiralen 
Y=ceP 
die Lésungen. Diese durchsetzen bekanntlich alle Strahlen durch den 
Ursprung unter einem festen Winkel, dessen Tangens = ist. DaB dies 
der Fall ist, kann man ja auch direkt aus der Differentialgleichung 
ablesen. Setzt man namlich 


und 
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so kann man ja die Differentialgleichung so schreiben 


y’ = tg(a + 9). 

Jedesmal dann, wenn, wie in diesem Beispiel die Integralkurven 
sich asymptofisch um den singularen Punkt herum winden, spricht man 
von einem Sétrudelpunkt. 

Die hier untersuchten ‘Beispiele sind nun zunachst typisch fiir die 
homogene Differentialgleichung 

dy  C#+Dy 
ax Axt By’ 


wie wir im nachsten Paragraphen sehen werden. Sie sind aber auch 
typisch fiir eine ausgedehnte weitere Klasse von Differentialgleichungen 
(§ 6). 
§ 3. Die homogene Differentialgleichung y’ «= Sree : 

Ich setze voraus, daB in dieser Differentialgleichung AD — BC +0 
ist. Denn sonst sind auf der rechten Seite Zahler und Nenner proportio- 
nal, so daB sich die Gleichung auf y’ = const bzw. im Systemfall auch 
auf x’ =0 reduziert. 

Die an den Beispielen des §2 und schon friiher gesammelten Er- 
fahrungen lassen es zweckmaBig erscheinen, statt 


; Cxt Dy 
(1) Vv Ae+ By 
das System oe 
(2) 
1) aan 


zu untersuchen. Jede Lésung von (1) gibt zu einer Lésung von (2) | 
Anla8 und umgekehrt fiihrt jede Lésung von (2) zu einer Lésung von 


(1), es sei denn, daB fur dieselbe “= = 0 ist, d.h. daB es sich um eine 


Parallele zur y-Achse handelt. tue aw also auch sagen, daB der Uber- 
gang von (1) zu (2) eine Erweiterung des Begriffs ,,Lésung von (1)“ 
bedeutet. 

Ich will zunachst zusehen, welche Vereinfachungen das System (2) 


durch eine lineare Koordinatentransformation erfahren kann. Ich fiihre 
durch! 


(3) eee 
Te atari Oy 
(x, B, y, 6 sind Konstanten, fiir die «6 — By +0 ist) 
1 Ein Leser, der den Matrizenkalkiil beherrscht, wird die folgenden Betrach- 


tungen knapper fassen kénnen. Vgl. z. B. L. BIEBERBACH: Analytische Geo- 
metrie. S. 79. Leipzig: B. G. TEUBNER 1930. 


Cx+Dy 


§ 3. Die homogene Differentialgleichung y’ = ———'—* 
8g digas as ay 75 
die neuen Veranderlichen &, m ein. Ich erhalte 
dé dx dy dn dx ay 
Siegert Bee lgpes ar to a 


Ich will versuchen, durch passende Wahl dér «, 8, y, 6 das System auf 
die Gestalt 


ad 
(4) 7, MS) = = An (A,, A, konstant) 


zu bringen. Das fihrt dazu, daB fiir alle x, y die beiden Gleichungen 
x(a + BC) + y(aB+ BD) =A(ax + By) 
“(yA + 6C)+ yy B+ 6D) =A,(yx + dy) 
gelten. Daher muB sein: 
a(A —A,)+BC=0 y(A — Ay) + 6C =0 
a B eet. aa ie oe (D2 a).6 = 0, 
Das sind zwei Paar linearer Gleichungen mit je zwei Unbekannten 


a, B bzw. y,6. Sollen dieselben nichttriviale Lésungen besitzen, so 
missen A, und A, die beiden Wurzeln der quadratischen Gleichung 


AP GAC 
BED es 
Be (Aa D) tA Dit BC oO 


sein. Man nennt sie die charakteristische Gleichung des Systems (2). 
Wenn diese Gleichung zwei voneinander verschiedene Wurzein besitzt, 


(5) 


(6) 


oder 


=o 


- so gehdren dazu vermége der zwei Paar linearer Gleichungen (5) vier 


Zahlen «,8,¥,6, deren Determinante «6 — By von Null verschieden 
ist. Anderenfalls ware das dem einen Gleichungspaar (5) geniigende 
Zahlenpaar «,8 dem Zahlenpaar y, 6 proportional, das dem anderen 
Gleichungspaar (5) geniigt. Da es sich um homogene Gleichungen 
handelt, so darf man y =« und 6 =f nehmen. Dann wirden aber 
die beiden oberen Gleichungen (5) zur Folge haben, daB aA, = ad, ist. 
- Wegen A, + A, ware also « =0. Aus demselben Grund ware B = 0. 
Wir hatten es also doch mit den trivialen Lésungen der Gleichungen (5) 
zu tun. Es ist also «6 — By +0. Daher ist durch (3) eine lineare Sub- 
stitution erklart, welche das System (2) auf die Form (4) bringt. Da 
AD — BC +0 angenommen wurde und da nach (6) AD — BC =4,A, 
ist, so kann keines der beiden A verschwinden. Sind insbesondere A, 
und A, reell, so sind sofort einige der im vorigen Paragraphen besproche- 
nen Falle wieder zu erkennen. Wenn aber die A, und A, konjugiert 
komplex sind, so bleibt erst noch zu untersuchen, welcher der im vorigen 
Paragraphen besprochenen Falle sich unter dieser komplexen Form 
verbirgt. Um das zu erkennen, mache ich in (4) die neue Substitution 


= rer, qaares?, 
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So erhalt man das System 


py rae ht = 
eee pie 
Die Integralkurven sind also 
AytA BS —A 

r= c,exp(25-42), P=~z7 (t+ &), 

d.h. 
+A 

(8) r= cexp(i7! : th 


Dabei sind c,,c,,c Konstanten und exp (x) bedeutet e*. 
Die Integralkurven werden also Spiralen, es sei denn, daB 


Vide In = 


ist. Dann sind es geschlossene Kurven (Ellipsen, da die x, y mit den 
—,7 durch eine affine Transformation verbunden sind). Es liegt also 
ein Strudelpunkt oder ein Wirbelpunkt vor. 

Nun bleibt noch der Fall zu behandeln, wo die quadratische Glei- 
chung (6) zwet zusammenfallende Wurzeln hat. 

Ich betrachte erst den Fall, da die Gleichungen (5) identisch 
erfullt sind. Dann kann man «¢— 1, 6°—0,7y —07-0— 1)nehmen, 
Die Substitution ist also = x, y = 7. Daher hat jetzt das System (2) 
von vornherein die Gestalt: 


ax dy 

poor A, %, a A, y 
mit lauter geradlinigen Integralkurven. Sind aber die Gleichungen (5) 
nicht identisch erfiillt, so wollen wir die Koeffizienten «,B aus (5) 


bestimmen, die y, 6 aber zundchst noch beliebig annehmen, aber so, 
daB ad — By + 0 ist. Dadurch wird dann (2) auf die Form 


ag dn 


gebracht. 

Hier ist aber A =A,. Dies folgt daraus, daB die charakteristischen 
Gleichungen fiir das urspriingliche System (2) und das transformierte (9) 
tibereinstimmen. Geht namlich durch irgendeine Transformation (3) das 
System (2) in 


dé 
(10) eying a eh 
ay 
7, Ay 
uber, und ist 
Rie Gare 


y=yE+ton 


 C#-+ Dy 


§ 3. Die homogene Differentialgleichung ¥’ van: 77 
die zu (2) inverse Transformation, so wird (im Sinne des Matrizen- 
kalkiils 

¥ : : ; s)len)bva) 
TA} \y6/\CD/\y' 8 
und also) 
eS ote A—iA B |\a'B’ 
fey A A FAle Cra) 


wie man sofort nachpriift. Die charakteristische Gleichung des trans- 
formierten Systems hat also dieselben Wurzeln wie die charakteristische 
Gleichung von (2). Daher ist in (9) auch A =4,. In dem so erhaltenen 
System 


d& d 
ay ase =TE+An 


mache man im Falle J'+ 0 nun weiter die Substitution /"& =4/,&,. 
Dann geht es in 

ad& d 

Prue + =A, (6 +0) 
tiber, und dies haben wir schon im vorigen Paragraphen untersucht. 

Von Koordinatentransformationen abgesehen, sind also die im 
vorigen Paragraphen studierten Falle die einzigen, welche bei den 
in der Uberschrift dieses Paragraphen genannten Differentialgleichungen 
vorkommen. 

Ich merke noch die rechnerischen Ergebnisse der Uberlegungen 
an. Unsere Differentialgleichungen (2) zerfallen zunachst mit Rticksicht 
auf die Gleichung (6) in drei Klassen: 

Klass? I: (A—D)?+4BC>0 
. II: (A —D)?+4BC <0 
III: (A —D)?+4BC=0. 
Bei Klasse I sind alle Integrale in 
(yx + dy)-* (ax + By)*: = const 


enthalten. 4, und A, sind die beiden Wurzeln der Gleichung (6). «, 8, y, 6 
kénnen aus (5) berechnet werden. Wenn dann 4, und A, gleiches Vor- 
zeichen haben, d. h. wenn 

AD—BC>0 
ist, so haben wir einen Knotenpunkt. Wenn aber A, und A, verschiedene 
Vorzeichen haben, wenn also 

AD—BC<0 


ict Xe) liegt ein Sattelpunkt vor. 
Bei Klasse II kann gleichfalls das allgemeine Integral auf die Form 


(y x + dy) (ax + By) = const 


a”? 
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gebracht werden. Das ist keine reelle Schreibweise. Die Betrachtungen 
von S.75 und von S. 76 lehren aber, wie dieselbe zu erhalten ist. Man 
findet beim Ubergang zu Polarkoordinaten von &, 7 aus nach (8) 


Ayt+A, axzt+fy 
igi, 8 yak oy 


(ax + By) (yx + dy) =ce 
Es liegt im allgemeinen ein Strudelpunkt und ausnahmsweise ein 
Wirbelpunkt vor. Insbesondere arten die Spiralen in Ellipsen aus, 
wenn A, +A, =0 ist. Ihre Gleichung wird 
lax+ ByPR=c. 
Setzt man 
4= 4, +4, 
B=B, + 78s, 
so wird ihre Gleichung 
(a x + By y)? + (a2 % + Bay)? =c. 
Bei der Klasse III liegt wieder ein Knotenpunkt mit einer einzigen 
Geraden 
ax+By=0 
vor, deren Koeffizienten «, 8 sich aus (2) bestimmen. 


§ 4. Allgemeine Satze iiber den Verlauf der Integralkurven 
im reellen Gebiet. 


1. Vektorfeld. Die bloBe Anwendung der Sadtze tiber die stetige 
Abhangigkeit der Integralkurven von den Anfangsbedingungen 1aBt 
weitgehende Schliisse tiber den Verlauf der Integralkurven einer Diffe- 
rentialgleichung 
a) ares 

»Y) 
in einem Gebiete B zu, wo Zahler und Nenner als eindeutige und 
stetige mit stetigen ersten Ableitungen nach x und y versehene Funk- 
tionen erklart sind. | P(x, y) | und | Q(x, y) | mégen in B unter einer 
Schranke M bleiben. Es erweist sich fiir die Betrachtung als zweck- 
maBig, die Integralkurven auf einen Parameter ¢ zu beziehen und also 
die Differentialgleichungen in der Form 


dx 

(2) ai te) o eon) 

anzunehmen. Durch diese Einfithrung wird das durch (1) definierte 
Feld von Linienelementen durch ein Feld von Vektoren (gerichteten 
Geraden) ersetzt. Denn durch (2) wird nicht nur die Tangente der 
Integralkurve im Punkte (x, y) gegeben, sondern auch die Richtung 
bestimmt, in welcher fiir wachsende ¢ die Integralkurve den Punkt 
passiert. Nur in den Punkten, wo P und Q beide verschwinden, wird 
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keine bestimmte Richtung erklart. Wir nennen solche Punkte singuldre 
Stellen des Vektorfeldes. Bei den folgenden Darlegungen aus diesem von 
H. PoIncaRE? begriindeten Gebiet stiitze ich mich im wesentlichen auf 
eine Arbeit von BENDIXSON?: 


2. Feld von Lésungskurven. Zunichst betrachten wir einen Kurven- . 
bogen x = x(t), y = y(t) (t) St St1,), der nirgends den Feldvektor 
beruhren soll und fiir den x’(r) und y’(r) stetig sind und nicht gleich- 
zeitig verschwinden. 

Die Losungen durch die Punkte dieses Kurvenbogens bilden in einer 
gewissen Umgebung desselben ein Feld, d.h. sie erfiillen einen diesen 
Kurvenbogen enthaltenden Bereich véllig derart, daB durch jeden 
Punkt desselben genau eine Lésung geht. Es seien 


(3) Bi HET) s HIT) 
diese Lésungen. Es sei 


%(ty,t) = x(t), y(t.) = y(t). 
Dann ist 


nach S. 41 fiir t) S71 ST, und alle ¢ einer gewissen Umgebung von f, 
stetig und von Null verschieden. Denn fiir ¢ = ¢, ist dies der Fall, da 
die Anfangskurve die Lésungen nicht beriihrt. Nach bekannten Satzen 
tiber implizite Funktionen kann man daher fiir alle x,y aus einer 
gewissen Umgebung der Anfangskurve die Gleichungen (3) auf genau 
eine Weise durch Werte ¢ aus der Nahe von ¢) und Werte t aus jenem 
Intervall befriedigen, worin unsere Behauptung liegt. 


3. Verhalten der Lésungen fiir groBe Parameterwerte. Wir haben 
schon S. 35 festgestellt, daB8 zu jedem Punkt x = x9, vy = V9 des Ge- 


bietes B und endliches ¢, genau eine Lésung gehGrt, fiir die lim x(t) = %9, 
t>t 


lim y(t) = yo ist. Eine Anderung des endlichen Wertes ¢, welchen man 
tte 


dem Punkte zuordnet, andert an der Lésungskurve x = x(t), y = y(t) 
nichts; dadurch andert sich nur die Parameterdarstellung. Das folgt 
sofort daraus, daB eine Substitution ¢, =t-+h die Differentialglei- 
chungen, auf deren rechter Seite ja der Parameter fehlt, nicht andert. 
Hat man also zwei Loésungen 


x(t), %,(@) und x, (t*), Ye (¢*) 
derart, daB fiir t =t,, * =i, +h 
(to) = %2 (loth), — 91 (to) = Yo (60 + 2) 
1 Die in Betracht kommenden Arbeiten Borne ants aus den Jahren 1878—1887 


sind in dem Bd.1 der Oeuvres de HENRI POINCARE bequem zuganglich. 
2 Acta mathematica Bd. 24, 1900. 
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ist, so ist fir alle t 
x4 (fo + 7) = %2 (fo +A +17), V1 (fo + T) = Ye (to + 2 +7). 


Eine solche durch einen Punkt %9, yp festgelegte Lésung wollen wir 
nun auf ihrem weiteren Verlauf verfolgen. Sie mége etwa von %9, Vo aus- 
gehend ein Stiick weit nach der Methode der sukzessiven Approxi- 
mationen durch eine Reihe dargestellt sein. Ist dann x,, y, mit dem 
Paraineterwert ¢, ein weiterer durch diese Darstellung erfaBter Punkt 
der Lésung, so koénnen wir fiir x,, y,, ¢, erneut das Verfahren der suk- 
zessiven Approximationen ansetzen und so die Lésung ein Stiick weiter 
verfolgen. Nun sind zwei Falle denkbar. Entweder kann man dabei 
bei fallenden oder bei wachsenden Parametern nicht iiber einen ge- 
wissen endlichen Grenzwert T des Parameters hinauskommen, oder 
aber man kann dabei zu beliebig groBen Werten des Parameters ge- 
langen. Es geniigt dabei véllig, wachsende Parameter zu betrachten. 
Der andere Fall wird durch die Substitution 4, = — ¢ auf diesen zurtick- 
geftihrt. Zunachst ist leicht zu sehen: Wenn man bet der Fortsetzung 
nicht zu beliebig groBen Parameterwerten gelangen kann, wenn also die 
obere Grenze T der lings der Kurve in B erreichbaren Parameterwerte 
endlich ist, so kann die Losungskurve fiir gegen T wachsende Parameter- 
werte nicht im Inneren eines abgeschlossenen Teiles des Bereiches B 
bleiben. Denn nach Voraussetzung gilt langs der Kurve: 


IP (2) 5.9) WM SO (2D (ry) ee itis fgesie cards 
Daraus folgt 
[% (4) — *(4)|<Mj4—tel, |v (4) —y(te)| < M|4 — a]. 
Das bedeutet aber die Existenz der Grenzwerte 7 
len al(y) aie lim y(t) = 0. 
t>T t>T 
Der Punkt (a, 6) miiBte somit dem Inneren von B angehéren. Das _ 
widerspricht aber der vorhin erwahnten Feststellung von S. 35, weil 
man sonst die Lésung fiir T tibertreffende Parameterwerte verfolgen 
kénnte. Der Punkt (a, 6) liegt also am Rand des Bereiches und gegen 
ihn konvergiert die Kurve fiir ¢—> T. 
Ich wende mich zu dem anderen der beiden unterschiedenen Falle. 
In ihm kann man die Lésung fiir beliebig groBe Parameterwerte in B 
verfolgen, ohne einen gewissen abgeschlossenen Teilbereich von B 
dabei zu verlassen. 
Ich will den Sfezialfall vorwegnehmen, daB beide Grenzwerte 
lim x (¢) =a, lim y (¢) = 0 
t> oo t>o 


existieren. Dann ist, wie ich zeigen will, 
P (4,0) 22 und GOi(@, 6) = 0: 
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(a, 6) liegt namlich in B; ware z.B. P(a,b) +0, so ware jedenfalls 
fiir gentigend groBe ¢, z. B. fir ¢ > m, 
| P (a,b 
IP (x, 9) > |S). 
Daher ware wegen der Stetigkeit von P(x (é), y(¢)) fiir groBe ¢ entweder 
standig 


P(x(),y@) > S$" >0, 


oder standig 


P(x (i), ¥()) <4 


5) <0): 


In beiden Fallen folgt durch Integration 


| P (4, b) | 


| x(é) — x(m)| > PENG — my, 


so daB also gegen Annahme lim | x(¢) | = oo sein miiBte. Stellen (a, 6), 
too 
fir welche P(a, 6) =0 und Q(a, 6) = 0 ist, nannten wir S. 72 singulare 
Stellen der Differentialgleichung (1), wofern nicht das gleichzeitige 
Verschwinden von P(x, y) und Q(x, y) durch Beseitigung eines gemein- 
samen Faktors zu beheben ist. Ubertragen wir die dort gegebene Defi- 
_ nition sinngemaB auf das System (2) so gehért der Punkt (a, 6)’ jeden- 
falls nicht zu den singularen, weil die im Existenzsatz von S. 34/35 for- 
mulierten Voraussetzungen jedenfalls erfiillt sind. Tatsachlich geht ja 
durch den Punkt (a,b) die Lésung * =a,y=b, welche das all- 
gemeine Existenztheorem liefert. Es ist aber nach dem eben Fest- 
gestellten nicht ausgeschlossen, da8 unter Umstanden noch eine weitere 
Integralkurve diesem Punkte fiir ‘> co zustrebt. Auch stellt ja die 
vom Existenztheorem gelieferte Lésung x = a, y = b in der x-y-Ebene 
keine eigentliche Kurve dar. Schon die Betrachtungen des vorigen 
Paragraphen haben uns einigen Aufschlu8 iiber die hier etwa zu 
erwartenden Méglichkeiten gegeben. Wir wollen diesem Sachverhalt 
entsprechend die Stellen (a, b), wie schon S. 35 erwahnt, zu den singuldren 
rechnen. Der Wortlaut unserer Definition von S.72 schlieBt ja auch 
eine solche Erweiterung der Begriffsbestimmung nicht aus. 


4. Geschlossene Integralkurven. Ich betrachte nun einen Kurven- 
bogen x =x(t), y=y(t),t=t, der keinen singuléren Punkt der 
Differentialgleichungen (2) trifft. Die Punkte x(t), y(t) sollen fiir t > co 
mehrere Haufungspunkte in B besitzen. Es soll also im Inneren ton B 
_ Punkte geben, denen |x(t), y(t)| fiir beliebig groBe t beliebig nahe kommt. 
Am Rande von B und in singularen Punkten sollen dagegen solche 
Haufungspunkte nicht liegen. Dann ist die Kurve L: x = x(t), y = y(t) 
entweder selbst eine geschlossene Kurve, oder aber die Haufungspunkte 
fiir t-> co liegen auf einer anderen geschlossenen Integralkurve. 

BiEBERBACH, Differentialgleichungen. 3. Aufl. 6 
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Diese Aussage entspricht der schon fiir den Fall der Existenz der 
Grenzwerte gemachten besonderen Feststellung. Denn die einem 
singularen Punkte (a,b) entsprechende Lésung x =a, y = 6 gehort 
zu den geschlossenen Lésungen. 

Zum Beweise unterscheide ich zwei Faille. Ich nehme zundchst an, 
ein Haufungspunkt gehére der Lésung L selbst an. Die Losung soll also 
einem ihrer Punkte fiir beliebig groBe ¢ beliebig nahe kommen. Dann 
ist die Losung notwendig geschlossen. 

Als geschlossene Lisung wird eine Lésung angesprochen, auf welcher 
zu einzelnen Punkten mehrere Parameterwerte gehéren. D.h. also: 
einen solchen Punkt passiert die Kurve nicht allein fiir ¢ = 4, sondern 
noch fiir einen anderen Wert ¢, + 4. Daraus folgt aber, daB auch be- 
liebige Parameterwerte ¢, +7 und ¢ + 4 +1 dieselben Punkte ergeben 
(S. 79/80). Die samtlichen Kurvenpunkte sind also durch die zwischen 
t, und ¢, +h gelegenen Parameterwerte bereits erschépft. 

Ich will also jetzt beweisen, daB die Lésung L notwendig geschlossen 
ist, wenn einer ihrer zu t—> CO gehorigen Haufungspunkte auf thr liegt. 
P sei ein solcher Haufungspunkt. Ich errichte in demselben die Kurven- 
normale. Falls die Lésung nicht geschlossen ist, so mu8 diese Normale 
von der Lésung in unendlich vielen Punkten getroffen werden, die 
sich in P haufen. Denn sei Q irgendein weiterer Punkt der Lésung. 
P gehére zum Parameter #, Q zum Parameter g. Dann lehrt der Satz 
von der stetigen Abhangigkeit der Lésungen von den Anfangspunkten, 
daB in einem beliebig gegebenen Parameterintervall  —6 <t<p+6 
die Lésung von den* zu den um gq —?# gréBeren Parameterwerten 
g—60<t<q+6 gehérigen Lésungspunkten nur wenig abweicht, 
wofern nur Q hinreichend nahe bei P gewahlt ist. Stellt man also 
diese Uberlegung fiir eine gegen P konvergierende Folge von. Punkten Q, 
der Lésung L an, deren Parameterwerte g,—> co streben, so erhalt 
man unendlich viele Kurvenbogen, die beliebig nahe an dem um P 
abgegrenzten Bogen der Lésung L entlang laufen. Wenn die Kurve L 
geschlossen ist, dann fallen alle diese Bogen zusammen. Unsere Annahme, 
die Kurve sei nicht geschlossen, hat zur Folge, daB alle diese Bogen 


die Normale tiberschreiten, und zwar miissen sie alle in hinreichender ~ 


Nahe von P bei wachsenden Parameterwerten die Normale im gleichen 
Sinne tberschreiten. Auch dies folgt ja aus. der Stetigkeitsbetrachtung, 
weil doch in hinreichender Nahe von P nur geringe Richtungsunter- 
schiede der Integralkurven vorkommen. Dies aber fiihrt zu einer gestalt- 
lichen Unméglichkeit. Man gebe ein P enthaltendes Normalenstiick » 
vor, das so kurz gewahlt sei, daB es von allen Bogen im gleichen Sinn 
Uberschritten wird. Man verfolge die Lésung von P aus im Sinne wach- 
sender Parameter, bis sie zum ersten Male die Normale des Punktes P 
trifft. Dieser Treffpunkt sei P,. Der Kurvenbogen PP, und das 
Normalenstiick PP, begrenzen dann nach dem JorpANschen Kurven- 


\ 
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satz' einen Bereich, aus welchem die Lésung nie wieder austreten 
(Abb. 8a) oder in den sie nie wieder eintreten kann (Abb. 8b), da sie 
ja das Normalenstiick PP,, wenn iiberhaupt, so nur immer im selben 
Sinne uberschreiten kann, und da sie keinen Punkt des Bogens P P, 
treffen kann, ohne mit diesem Bogen im weiteren Verlauf iiberein- 
zustimmen. Der Bogen PP, enthalt 

namlich nach Voraussetzung keinen P 
singularen Punkt. Daraus folgt, daB auf 
der Normalen die Schnittpunkte in der- 
selben Reihenfolge aufeinander folgen, 
wie die zugehérigen Parameterwerte 
auf der Kurve. P, ist also der P zu- 
nachst gelegene Schnittpunkt auf der 
Normalen. P kénnte also nicht Haufungspunkt der Schnittpunkte 
sein. Die Lésung ZL muB8 also selbst geschlossen sein. Denn die An- 
nahme, sie sei nicht geschlossen, fiihrt zu unmdglichen Konsequenzen. 


Ich betrachte nun den anderen Fall. P sei also ein Haufungspunkt, 
der nicht auf der zu untersuchenden Losung L liegt. Alsdann will ich 
zeigen, daB die durch P gehende Lésung L’ geschlossen ist. Jedenfalls 
ist sofort zu sehen, daB jeder Punkt der durch P gehenden Lésung L’ 
ein Haufungspunkt von L fiir to ist. Das folgt wie eben durch 
Betrachtung einer gegen P konvergierenden Folge von Punkten Q, 
von L. Sind namlich Q, auf L und P auf L’ gelegene Punkte, so be- 
trachte man die Integralkurven L und L’, die fiir ¢ = ¢, durch Q, oder 
P gehen. Fiir ein beliebiges Intervall? 4; <¢< T sind sie dann um so 
weniger voneinander verschieden, je naher Q, und P beieinander liegen. 
Daher kann auch L’ keinem singularen Punkt und auch nicht dem 
Rande von B beliebig nahe kommen,’ weil sonst dasselbe (gegen An- 
nahme) fiir Z zutreffen miBte?. Wenn namlich L’ fiir t-> oo dem singu- 
laren Punkt o beliebig nahe kame, so bestimme man T so, da8 der zu 
t = T gehérige Punkt von L’ um weniger als eine vorgegebene Zahl 


‘ 


Abb. 8a. Abb. 8b. 


> > 0 von o entfernt ist. Alsdann bestimme man Q, auf L so nahe bei 


P, daB fiir ¢; <¢< T die Kurve L um weniger als > von L’ abweicht. 
Dann hat der zu ¢ = T gehérige Punkt von L eine Entfernung von o, 


1 Der beste heute bekannte Beweis ist der von E. ScHmIpT in den Sitzgsber. 
preuB. Akad. Wiss. 1923, S. 318—329. 

2 Dies folgt mit Hilfe des BorELschen Uberdeckungssatzes sofort aus dem, was 
S..44 iiber die Intervalle gesagt wurde, fiir die dort die Stetigkeit bewiesen wurde. 
Die dort angestellten Betrachtungen lassen sich ja mit Leichtigkeit auf Systeme 

_ tbertragen. 

3 In dem Falle, wo neben anderen auch Haufungspunkte von L in singulare 
Punkte fallen, lehrt unsere Betrachtung, daB jedenfalls ein beiderseits von singu- 

laren Punkten begrenzter Bogen von L’ von Haufungspunkten besetzt ist. 


‘ 6* 
& 
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die ¢ nicht iibertrifft. Da man aber ¢ > 0 beliebig wahlen kann, so 
kommt man in Widerspruch mit den tiber L gemachten Annahmen. 

L’ verlauft also fiir ¢ = 7% vollig in einem abgeschlossenen Teil- 
bereich von B, an dessen Rand kein singularer Punkt von B liegt. 
Daher muB L’ im Innern von B fir ¢— co Haufungspunkte besitzen, 
die nicht singular sind. Diese Haufungspunkte liegen aber notwendig 
auf ZL’. Anderenfalls sei R ein solcher Haufungspunkt von L’. Dann 
mache ich im Punkte R bei L’ dieselbe Betrachtung wie im vorigen 
Falle im Punkte P bei L. Die durch R gehende Lésung heiBt dann 
L’’;-Auf ihr errichte ich in R die Normale und schneide diese mit L’. 
Wieder erkenne ich, daB auf dieser Normalen in geniigender Nahe 
von R die Schnittpunkte mit L’ in derselben Reihenfolge legen wie die 
zugeh6érigen Parameterwerte auf L’. Es seien also R,, R,, Rg drei solche 
Schnittpunkte mit L’ und 4, <t,<?, die zugehdrigen Parameter- 
werte. Nun aber kann man einsehen, daB zwischen R, und R, sowohl 
wie zwischen R, und R, die Normale nur einmal von L geschnitten 
werden kann. Daraus wirde dann folgen, daB R, nicht Haufungs- 
punkt von L sein kann, entgegen der schon bekannten Tatsache, daB 
jeder Punkt von L’ ein solcher Haufungspunkt ist. Um z. B. zu erkennen, © 
da8 die Normale zwischen R, und R, nur einmal von L geschnitten 
werden kann, mu8 man nur bemerken, daB alle etwa vorhandenen 
Uberschreitungen, falls nur R,, R,, Rs gentigend nahe an R gewahlt 
sind, im selben Sinn erfolgen muBten. Da aber der Bogen R, R, von 
L’ keinen singularen Punkt trifft und da er zusammen mit dem Geraden- 
stiick R,R, einen Bereich begrenzt, so miiBten die Uberschreitungen 
abwechselnd in der einen oder in der anderen Richtung geschehen, 
den Ein- und Austritten von L aus diesem Bereich entsprechend. Denn 
L kann ja L’ nicht schneiden, ohne mit ihm zusammenzufallen. Da 
somit die Annahme, R lage nicht auf L’, zu Ungereimtheiten fiihrt, 
so muB R auf L’ liegen. Daher ist L’ geschlossen. 


[5. Periodische Lésungen und Spiralen. Unser Satz ist damit be- 
wiesen. Er kann aber noch durch die folgenden _ Bémerkungen erganzt 
werden. Die Kurve L ist jedenfalls eine Spirale, die sich in immer 
engeren Windungen an das geschlossene L’ heranlegt. L’ nennt man 
einen Grenzzykel oder auch eine periodische Lésung. Ist x9, Vo, fy ein 
Punkt der Lésung und ist t die kleinste positive Zahl, fiir die 


(4) Xo = % (to) = x(t +7), Yo = Y (to) = vy (fo + T) 


ist, so heiBt t die Periode der Lésung. 7 ist davon unabhangig, welchen 
Punkt der Lésung man mit %9, Yo, %) bezeichnet hat. Denn aus (4) 
folgt fiir beliebige ¢ nach S. 79/80 


xQ=x(t+r), yQ=yt+7). 


Nun ergibt sich weiter, daB alle Losungen, welche nur irgend einmal gentigend 
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nahe an L' herankommen und welche mit L zusammen auf derselben Seite 
von L’ liegen, Spiralen sein miissen, die sich fiir gegen oo wachsende t dem L' 
asymptotisch nahern. Um das zu erkennen, beschranken wir die Betrachtung 
auf einen an L’ nach der Seite von L angrenzenden zweifach zusammen- 
hangenden Bereich, der frei von singularen Punkten ist. Solche kénnen 
namlich nur da liegen, wo P und Q gleichzeitig verschwinden. Da auf 
L' solche singulare Stellen nicht liegen, so gibt es aus Stetigkeitsgriinden 
einen solchen zweifach zusammenhangenden Bereich. Wir wahlen auf 
LT einen Punkt derart, daB alle zu gréBeren Parameterwerten gehérenden 
Punkte von L ganz jenem zweifach zusammenhangenden Bereich an- 
gehoren. Wir errichten in einem 
Punkt von L’ nach der Seite, 
auf der L liegt, eine Normale 
so kurz, daB sie jenen Bereich 
nicht verlaBt, und daB sie von 
jeder sie treffenden Lésung 
immer im gleichen Sinn ge- 
troffen wird. Von L behalten wir AREY 

nur noch den Teilbogen bei, der 

in einem solchen Treffpunkt R, beginnt, und der sich tiber alle grdBeren 
Parameterwerte erstreckt. Den Teilbogen von L, der zwischen zwei 
aufeinanderfolgenden der Treffpunkte R,, R,, Rs, . .. mit der Normalen 
liegt, nennen wir eine Windung von L. Jede Windung von L bildet 
mit dem ihre Endpunkte verbindenden Normalenstiick eine geschlossene 
Jordankurve. Eine solche kénnen wir zur Begrenzung des zweifach 
zusammenhangenden Bereiches verwenden. Durch die den iibrigen 
Windungen entsprechenden Jordankurven erscheint dieser dann in 
Teilbereiche zerlegt (Abb. 9). Wir stellen zunachst fest, daB keine ge- 
schlossenen Lésungen existieren, welche das Normalenstiick zwischen 
R und R, treffen. Mége z. B. eine solche Lésung die Normale zwischen 
R, und R,,, beim Parameterwert ¢, treffen. Dann verlauft sie fiir wach- 
sende ¢ in dem in der Abb. 9 schraffierten Bereich. Soll sie geschlossen 
sein, so muB sie fiir wachsendes ¢ wieder einmal an die Stellen gelangen, 
‘die sie fiir ¢ < ¢ in geniigender Nahe von fy passierte. Diese liegen aber 
auBerhalb des schraffierten Bereiches. Daher kann eine solche Lésung 
nicht geschlossen sein. Wir wollen nun weiter zeigen, daB jede in 
einem Punkt des Normalenstiickes beginnende Lésung eine sich an L’. 
anschmiegende Spirale ist. Dazu braucht nur gezeigt zu werden, daB 
jede zwischen. R, und R,4, beginnende Lésung den schraffierten — 
Bereich der Abb. 9 zwischen R,,, und R,,». wieder verlaBt. Denn 
dann gilt das gleiche fir den durch die nachste Windung bestimmten 
Bereich usw. Wenn die Lésung tiberhaupt den Bereich wieder ver- 
lassen soll, so kann dies nur auf dem genannten Normalensttck ge- 
 schehen. VerlaBt die Lésung den Bereich nicht, so kann sie diesem 
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Normalenstiick auch nicht beliebig nahe kommen. Denn nach S. 79 
bedecken die in Punkten dieses Normalensttickes beginnenden Lésungen, 
nach vorwarts und nach riickwarts verfolgt, einen gewissen das Nor- 
malenstiick enthaltenden Bereich liickenlos. Die Lésung verliefe daher 
ganz im schraffierten Bereich ohne seinem Rand nahe zu kommen 
und miBte daher, da sie selbst nicht geschlossen sein kann (sie trifft 
ja die Normale) und da im schraffierten Bereich kein singularer Punkt 
liegt, sich asymptotisch an eine geschlossene Lésung anschmiegen, die 
selber ganz dem schraffierten Bereich angehért, da sie ja die Normale 
als geschlossene Lésung nicht treffen kann. Andererseits miissen alle 
Lésungen, die geniigend 
nahe bei R,, zwischen R, 
und R;,, die Normale 
treffen, wegen der ste- 
tigen Abhangigkeit von 
der Anfangsbedingung 
die Normale in der Nahe 
von R,,,, und zwar auf 
RyiiRy4. treffen. Be- 
zeichnen wir mit R’ einen 
Pinkt zwischen R, und 
R41 derart, daB alle zwischen R, und R’ beginnenden Lésungen ‘das 
nachste Normalenstiick treffen, daB dies aber fiir Lésungen, die jenseits 
R’ dicht bei R’ beginnen, nicht mehr so ist und betrachten die Lésung 
durch R’, Sie kann dann selbst die Normale nicht wieder treffen, da 
_ sonst alle Nachbarlésungen auch noch die Normale wieder trafen. Sie 
bleibt daher im schraffierten Bereich und schmiegt sich wie schon gesagt 
einer diesem schraffierten Bereich angehérigen geschlossenen Lésung 
an. Macht man aber bei dieser dann eine analoge Konstruktion wie bei 
L’, so sieht man (vgl. Abb. 10), daB alle in der Nahe von R’ beginnenden 
Lésungen in dem in der neuen Abbildung schraffierten Bereich von 
einem gewissen Parameterwert an verbletben miissen. Das trafe auch 
fiir diejenigen dicht vor R’ beginnenden Lésungen zu, von denen wir 
gerade vorhin sahen, daB sie sich an L’ anschmiegen. Da sich beides 
widerspricht, so kann es keinen Punkt R’ mit den angegebenen Eigen- 
schaften geben. Daher sind alle auf dem Normalenstiick beginnenden 
Lésungen Spiralen, die sich an L’ anschmiegen. Wir zeigen nun noch, 
daB sie den an L’ sich anschlieBenden zweifach zusammenhangenden 
Bereich schlicht und liickenlos erfiillen. 

Um das einzusehen, brauchen wir nur einen von den Spiralen be- 
deckten Punkt dieses Bereiches mit einem eventuell nicht bedeckten 
zu verbinden. Wir fiihren langs der Verbindungskurve einen Parameter 
ein, der von dem bedeckten zu dem unbedeckten Punkt hin von 0 bis 1 
wachsen mége. Wir betrachten die obere Grenze der Parameterwerte, 


Abb. 10. 
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welchen bedeckte Punkte entsprechen. Mége der dieser oberen Grenze 
entsprechende Punkt P z. B. im schraffierten Bereich der Abb. 9 — 
liegen. Die durch P gehende Lésung trifft dann die Normale nicht. 
Denn sonst gehdrte sie zu den Spiralen und die Nachbarspiralen wiirden 
eine volle Umgebung von P bedecken. Da also die Lésung durch P 
nicht zu den Spiralen gehért und die Normale also nicht trifft, verlauft 
sie ganz im schraffierten Bereich und schmiegt sich wieder an eine ge- 
schlossene Lésung aus diesem Bereiche an. Dann aber ist das gleiche 
fur alle Lésungen durch Nachbarpunkte der Fall. Aber darunter sind 
ja Spiralen, die sich an L’ anschlieBen, also nicht im schraffierten Bereich 
bleiben. Dieser Widerspruch lehrt, da® ein an L’ sich anschlieBender 
zweifachzusammenhangender Bereich liickenlos von den Spiralen be- 
deckt wird. 

6. Beispiel. Ich schlieBe noch einige Betrachtungen itber das 
Verhalten der Lésungen in der Umgebung einer geschlossenen Lésung 
an. DaB eine geschlossene Lésung von einer Schar geschlossener 
Lésungen umgeben sein kann, haben wir schon im vorigen Paragraphen 
am Beispiel 

dx dy 

dre Se) 2 dt 

gesehen. Hier sind die Lésungen Kreise um den Ursprung als Mittel- 

punkt. DaB auch in der Umgebung einer geschlossenen Lésung Spiralen 

liegen kénnen, und noch manches andere, sieht man an dem folgenden 
Beispiel, in dem 6 eine beliebige Zahl bedeutet. 


yt b(t ay lye sins zi 
ig fiir x? + y? +1. 
pe 0 (9p y? — 1) ysin-——, ay a 

Bene ites und Ee x fir 74+ y%=1. 

Said aeadieeamie A Ee ie 


Fiihrt man namlich Polarkoordinaten ein (x =r cos#, y =rsin#), 
so werden diese Gleichungen 


Parent 2 ; 1 2 : 
ap Ore ed) sinee ei fit gop 
dy = — 
apie fiir, 7. 


Unter den Lésungen sind, den unendlich vielen Nullstellen von 


~ sin a8 i entsprechend, unendlich viele Kreise enthalten, die sich gegen 
den Kreis y =1 haufen. Zwischen zwei aufeinanderfolgenden dieser 
Kreise verlaufen aber die Lésungen als Spiralen, die sich um jeden 
der beiden Grenzkreise herumwinden. Dazwischen hangt namlich 7 


monoton von #@ ab. 
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Es fallt auf, daB sich die Differentialgleichung zwar in der Um- 
gebung der isolierten Kreise analytisch verhalt, daB sie aber auf dem 
Haufungskreis selbst nicht analytisch ist. DaB tatsachlich so etwas 
im analytischen Fall nicht vorkommen kann, ist leicht einzusehen. 
Ich will namlich zeigen, daB in der Umgebung einer geschlossenen Losung, 
auf der sich die Differentialgleichung analytisch verhalt, entweder nur 
geschlossene Lésungen oder nur Spiralen legen. Nehme ich namlich an, 
gegen eine geschlossene Lésung hauften sich andere geschlossene L6- 
sungen, dann errichte ich in einem Punkt P der Haufungslésung eine 
Normale, und fiihre auf dieser Normalen den Abstand s von P als Para- 
meter ein. Durch einen beliebigen Punkt s der Normalen lege ich eine 
Lésung. Diese verfolge ich in Richtung wachsender Parameter, bis 
sie zum ersten Male wieder die Normale trifft. Das geschehe bei dem 
Parameter s,. Dann ist s, nach S. 53 eine analytische Funktion f(s) 
fiir alle s, die zu Punkten der Normalen aus der Umgebung der Haufungs- 
lésung gehdren. Fir diejenigen unendlich vielen Werte s aber, welche 
geschlossene Lésungen bestimmen, ist dann f(s) =s. Da dies aber 
nun in einem Intervall, in dem /(s) analytisch ist, unendlich oft der Fall 
ist, so ist nach bekannten Satzen tiber analytische Funktionen fiir 
alle s: f(s) =s und das heiBt, daB alle Lésungen aus einer gewissen 
Umgebung der Haufungslésung geschlossen sein miissen. 

7. Anderung der Differentialgleichung. Ich fiige noch eine Be- 
merkung tber das Verhalten geschlossener Lésungen bei hinreichend 
geringer Abainderung der Differentialgleichung an. 

DaB bei hinreichend geringer Abanderung einer Differential- 
gleichung geschlossene Lésungen wieder in geschlossene -Lésungen 
ubergingen, wird man schon angesichts des letzten Beispieles, in dem 
man ja 6 beliebig klein wahlen kann, nicht behaupten wollen. Wohl 
aber kann man eine solche Aussage machen, wenn man von einer 
Differentialgleichung mit einer isolierten geschlossenen Lésung L un- 
gerader Ordnung ausgeht. Darunter will ich eine Lésung verstehen, an 
die sich von auBen und innen andere Lésungen spiralig anschlieBen. 
Daher die Benennung isoliert. Es mége aber auBerdem der Windungs- 
sinn der Spiralen auSen und innen derselbe sein, d. h. so, daB samtliche 
Spiralen fiir ¢— + 00 sich der geschlossenen Lésung nahern. Nur 
dann soll die geschlossene Lésung von ungerader Ordnung hei®en.Alsdann 
gilt der Satz, daB eine jede andere Differentialgleichung, die in einer 
gewissen Umgebung dieser geschlossenen Lésung hinreichend wenig von 
der ersten verschieden ist, in dieser Umgebung selbst mindestens eine 
geschlossene Lésung besitzt. Zum Beweise betrachte ich wieder die schon 
vorhin eingefiihrte Funktion s, = f(s), bei der man aber jetzt, wo die 
Differentialgleichung nur den zu Beginn dieses Paragraphen formulierten 
Voraussetzungen gentigt, nur von der Stetigkeit Gebrauch machen kann. 
Die entsprechende Funktion fiir die abgeanderte Differentialgleichung 
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sei $s; = g(s). Hier ist nun dem geringen Unterschied beider Differential- 
gleichungen entsprechend die zweite Funktion nur wenig von der ersten 
verschieden. Nach unseren Voraussetzungen erfahrt nun’ beim Durch- 
gang durch s=0 die stetige Funktion f(s) —s einen Vorzeichen- 
wechsel. Daher gilt das gleiche auch fiir die Funktion g(s) — s fiir einen 
oder mehrere s =0 benachbarte Werte von s. Auch die abge‘inderte 
Differentialgleichung besitzt also geschlossene Liésungen, die dazu noch 
in der Nahe der geschlossenen Lésung der urspriinglichen verlaufen. 
Unsere Betrachtung laBt auBerdem deutlich erkennen, inwiefern die 
Voiaussetzung, daB die geschlossene Lésung von ungerader Ordnung 
sei, wesentlich ist. Anderenfalls braucht tatsdchlich die Gleichung 
s = g(s) keine Lésung zu besitzen. 

8. Existenz singularer Punkte. Uber geschlossene Lésungen gilt 
weiter der folgende Satz: Im Inneren einer jeden geschlossenen Lésung L 
liegt mindestens ein singularer Punkt der Differentialgleichung. Dabei ist 
vorausgesetzt, daB die Losungskurve einen einfach zusammenhdngenden 
Bereich umschlieBt, in dem die Koeffizienten P(x, y), Q(x, y) der Diffe- 
rentialgleichung den zu Beginn dieses Paragraphen angegebenen V oraus- 
setzungen genugen. 

Beim Beweise sttitze ich mich darauf, daB die Differentialgleichungen 
(2), die ich im Gegensatz zur Behauptung als singularitatenfrei an- 
nehme, in einem L enthaltenden einfach zusammenhangenden Bereich 
ein stetiges Vektorfeld erklaren. Verfolgt man den Feldvektor langs L und 
durchlauft dabei L so, daB sein Inneres zur Linken liegt, so erleidet 
der Vektor, da er zugleich Tangentenvektor von L ist, beim vollen 
Umlauf eine Gesamtdrehung um 22. Dies steht im Gegensatz zur 
Annahme, daB das Vektorfeld im Inneren von L frei von Singularitaten 
ist. Verfolgt man namlich den Feldvektor z. B. langs eines gentigend 
kleinen Dreiecks, so ist seine Gesamtdrehung wegen der Stetigkeit des 
Vektorfeldes Null. Langs eines jeden Sehnenpolygons, das L gentigend 
nahe approximiert, ist die Anderung des Feldvektors gleichfalls 27. 
_ Dies Polygon kann Selbstiiberkreuzungen haben. Aber man kann es 
in einfach geschlossene Polygone zerlegen. Langs eines jeden ist die 
Drehung des Feldvektors ein Vielfaches von 2 und langs mindestens 
eines derselben ist sie ein positives Vielfaches von 27. Ein solches 
Polygon zerlegt man durch Diagonale in Dreiecke. Bei Umlaufung 
mindestens eines derselben ist die Gesamtdrehung des Feldvektors ein 
positives Vielfaches von 2”. Denn umlauft man alle Dreiecke im glei- 
chen Sinne, so ist die Summe der einzelnen Drehungsanderungen des 
Feldvektors gleich der Gesamtdrehung bei Umlaufung des Polygons. 
Ein solches Dreieck, bei dem die Drehung des Feldvektors von Null 
verschieden ist, zerlege man durch Parallele zu den Seiten, die man 
durch die Seitenmitten zieht, in vier kongruente Dreiecke. Bei mindestens 
einem desselben ist die Gesamtdrehung ein von Null verschiedenes 
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Vielfaches von 22. Dies zerlege man in der gleichen Weise. Durch Fort- 
setzung dieses Verfahrens erhalt man beliebig kleine Dreiecke, bei 
deren Durchlaufung der Feldvektor sich jeweils um ein von Null ver- 
schiedenes Vielfaches von 27 dreht. Das widerspricht aber den vorhin 
festgestellten Tatsachen, daB langs gentigend kleinen Dreiecken die 
Anderung des Feldvektors Null ist, falls das Feld frei von Singularitaéten 
ist, d.h. frei von Stellen, wo die zugeordneten Vektoren Nullvektoren 
sind. Also besitzt das Feld innerhalb von L Singularitaten?. 

Man kann, wie man leicht sieht, und wie der Leser des naheren 
durchiiberlegen mége, aus den vorausgegangenen Betrachtungen den 
folgenden Schlu8 ziehen: 

Ein Bogen einer Lésung, der fiir alle positiven t ganz im Inneren 
eines einfach zusammenhdngenden Bereiches verliuft, der in seinem 
Inneren héchstens eine singulare Stelle P enthdlt, ist entweder eine P 
umschlieBende geschlossene Kurve, oder ist eine Spirale, die sich einem ~ 
Grenzzykel anschmiegt, welcher P umschlieBt, oder er miindet im singularen 
Punkt, oder er ist eine Spirale, die sich an eine Losung anschlieBt, die 
sowohl fiir t+ 0O wie fiir t+ — co im singulairen Punkt miindet, 
oder aber sie strebt fiir t— + 0o gegen den Rand. 


Hat man weiter eine Lésung, die fiir alle positiven und negativen ¢ 
ganz im Inneren ‘eines einfach zusammenhangenden Bereiches bleibt, 
der in seinem Inneren héchstens eine singulare Stelle enthalt, so muB 
jeder der sich fiir positive und negative ¢ ergebenden Lésurgsbogen 
einer der eben beschriebenen Arten angehdren. Beachtet man noch, 
daB wegen der Stetigkeit der Richtungsvektoren sich nicht beide 
Bogen demselben Grenzzykel anschlieBen kénnen, so bleiben nur folgende 
Méglichkeiten : 

1. geschlossene Lésung um P; 

2. geschlossene Lésung durch P; 

3. ein Ende miindet im Rand, das andere ist Spirale oder miindet 
inal 

4. beide Enden miinden im Rand; 

5. ein Ende miindet in P, das andere ist Spirale. 


9. Verlauf der Lésungen in der Nahe eines singularen Punktes. 
Ich beschlieBe diese gestaltlichen Betrachtungen mit dem folgenden 
niitzlichen Satz. Eine singuldre Stelle P sei von einem Kreise umschlossen, 
in dem keine weiteren singuldren Stellen liegen. Von zwei Punkten seiner 
Peripherie mogen Lésungen L, und L, ausgehen, die in P miinden. Diese 
mogen zusammen mit der Peripherie des Kreises einen Bereich G be- 
stimmen, in welchem keine weitere in P miindende Lésung verléuft. 


1 Zu diesem Beweis vgl. man den PrincsHeImschen Beweis des Caucuy- 
schen Integralsatzes oder den Beweis des WEIERSTRASSschen Monodromiesatzes. 
Vgl. BrEBERBACH: Lehrbuch der Funktionentheorie Bd. I, 3. Aufl. 1930. 
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Dann kann man um jeden auf L, und jeden auf L, gelegenen Punkt 
(P, und P,) durch Kreisbogen aus G solche Gebiete ausschneiden, daB 
gede Losung L', die in dem einen beginnt, auch das andere Gebiet passiert 
(Abb. 11). 

Ersichtlich ist dies eine Verallgemeinerung des Satzes von der 
stetigen Anderung.der Lésungen bei Anderung der Anfangswerte. Man 
kann diesen ja offenbar in ganz ahnlicher Weise formulieren. Zum Be- 
weise errichte ich in den beiden Punkten P, und P, Normalen, die in 
G hineinfiihren, und die so kurz sind, daB sie einander nicht treffen, 
und verbinde gema8 Abb. 11 ihre End- 
punkte P, und P, in G durch einen Kur- 
venbogen. Der von P,P P,P, P,P, be- 
grenzte Bereich sei B’. Alsdann lasse ich 
in einem Punkte R der Normalen zwischen 
P, und Pj eine Lésung beginnen. Diese 
kann nicht in P miinden. Sie kann nicht 
geschlossen sein, da es sonst neben P noch 
_singulare Punkte gabe, sie kann sich aus 
demselben Grund keiner geschlossenen Lé- 
‘sung anschmiegen, sie kann sich aber auch 
keiner mit beiden Enden in P miindenden Lésung anschmiegen, da dies 
sich mit unseren Annahmen nicht vertragt. Sie kann auch in keinem Punkt 
von B’ miinden, da dieser singular sein muBte. Also muB sie einmal wieder 
B’ verlassen. Wir betrachten den ersten Austrittspunkt. Das muB ein 
Punkt der Verbindungslinie P, P; P, P,sein. Ich kann durch gentigend 
kurze Wahl der Normalen erreichen, daB dieser Austritt S weiter von P, 
_ ab, also naher an P, heran, als der Beginn R liegt. Den Anfangspunkt 
_ lasse ich sich nun stetig auf P, hin bewegen. Dann bewegt sich der 
Endpunkt .S stetig von P, weg einer Grenzlage zu. Ich behaupte, 
daB diese Grenzlage P, sein mu8. Denn anderenfalls sei V der zwischen 
P, und P, gelegene Grenzpunkt. Ich behaupte, daB die durch ihn gehende 
Lésung in P miinden miiBte. Die Lésung durch V mu8 dann im Punkte 
V in der Feldrichtung B’ verlassen. Lage sie namlich in der Umgebung 
von V ganz auBerhalb von B’, so miiBte jede durch einen V benachbarten 
Randpunkt von B’ bestimmte Lésung in der Nahe von V ein zweites 
_ Mal den Rand von B’ treffen. Es lage-also kurz vor ihrem Austritts- 
punkt aus B’ noch ein Treffpunkt mit dem Rand von B’, in dem sie 
in B’ eintritt. Das widerspricht unseren Annahmen iiber V. Also ver- 
1aBt die durch V bestimmte Lésung bei V den Bereich B’. Verfolgt man 
sie riickwdrts, so muB man irgendwo auf P,P, P, P, ihren Eintritts- 
punkt U in B’ antreffen. Sie kann ja nicht in P miinden. Auf der 
Strecke P,P, V kann dieser Punkt U nicht liegen. Er liegt also auf 
Lee Ps. Ware er von P, verschieden, so miiBten die durch alle Nachbar- 
Bankes von U bestimmten Lésungen in allen Nachbarpunkten von V 


Abb. 11. 
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den Bereich B’ verlassen. Das widerspricht der Definition von V. Also 
miiBte die durch V bestimmte Lésung riickwarts verfolgt durch P, 
gehen, also auf die durch P, bestimmte Lésung fallen. Diese geht 
aber nicht nach V, sondern nach P. Also kann V nicht vor Py, liegen. 
Also mu8 V mit P, zusammenfallen. Darin liegt aber der Beweis unseres 
Satzes. In G verlaufen also die Lésungen dhnlich wie in der Um- 
gebung eines Sattelpunktes. Wegen weiterer Satze tiber gestaltliche 
Verhaltnisse sei auf die S. 79 erwahnte Arbeit von BENDIXSON ver- 
wiesen. Ich gehe jetzt zu Anwendungen auf spezielle Differential- 
gleichungen ter. 

“40. Bemerkungen. 1. Wir haben die Satze dieses Paragraphen fiir Differential- 
gleichungen gewonnen, welche der Lipscuitz-Bedingung geniigen. BROUWER hat 
in einigen Arbeiten iiber stetige Vektorverteilung auf Oberflachen in den Amster- 
damer Berichten von 1910 den allgemeineren Fall von nur stetigen Differential-. 
gleichungen behandelt und dort entsprechende Ergebnisse gewonnen. 

2. Hinsichtlich der Ubertragung dieser Satze iiber den Gesamtverlauf von 
Lésungen auf Systeme ist noch wenig bekannt. Wir werden insbesondere spater 
bei Differentialgleichungen zweiter Ordnung naher auf die Dinge eingehen. Hier 
liegen weitergehende Untersuchungen vor. d 

11. Anwendung auf den Poincaréschen Wiederkehrsatz. Die Lé- 
Ses x =f (t — ty, %, Yo) » 

Vy 8 (Laila, Xp Vo) 
der Differentialgleichungen (2) S. 78 bilden nach S. 56 eine Gruppe und 
man kann auch schreiben 


Xo— | lot *, y) 
Yo oa 8 (igh, 25.) 
Wir nehmen an, da ein gewisser Bereich B durch die Operationen 
dieser Gruppe in sich transformiert werde — d.h. die Lésungskurven, 
deren Anfangspunkte im Bereich B liegen, sollen fiir alle ¢ dem Bereich B 
angehoren. AuBerdem sellen die Operationen der Gruppe inhalttreu 


sein. D. h. durch jede Abbildung der Gruppe soll jeder Teilbereich von B 
in einen von gleichem Inhalt abgebildet werden}. 


(5) 


1 Ich bemerke nur beildufig, daB fiir die Inhalttreue notwendig und hin- 
teichend ist, daB in B 


sei. Denn es soll fiir jedes Gp sein 


SS ax aye = SJ dx dy 
Nach (5) ist : ot 


Go 
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Da jede Lésungskurve ganz in B verlauft, so ist nach S. 81 jede 
Lésung entweder geschlossen oder asymptotisch zu einer geschlossenen, 
wofern in B keine Singularitaten der Differentialgleichungen (2), also 
auch keine Stellen liegen, an denen P und Q. zugleich verschwinden. Da 
aber nach S. 89 aus dem Vorhandensein von geschlossenen Lésungen 
‘auf das Vorhandensein singularer Stellen geschlossen werden kann, so 
k6nnen inhalttreue Gruppen fiir einfach zusammenhangende Bereiche 
bei Ausschlu8 von Singularitéten nicht existieren. 

Ziehen wir also mehrfach zusammenhdngende Bereiche B heran. 
Dann folgt aus unseren Betrachtungen, da8 alle Losungskurven ge- 
schlossen sind. Denn zunichst folgt nach den eben schon beriihrten Uber- 
legungen, daB jedenfalls geschlossene Lésungen vorkommen. Sei L eine 
solche, so sind die Nachbarlésungen entweder geschlossen oder zu L 
asymptotisch. Dies letztere ist aber mit der vorausgesetzten Inhalttreue 
nicht vertraglich, weil dann durch eine Transformation mit geniigend 
groBem Parameter ¢ der in Abb. 9 S.85 schraffierte Bereich oder ein 
Teilbereich desselben in einem anderen abgebildet wiirde, der sich be- 
liebig eng an LZ anschlieBt und der daher nicht denselben Inhalt haben 
kénnte. 

Deutet man die Transformationen (5) durch den zeitlichen Ablauf 
einer Strémung, so kann man also auch sagen, daB jeder Punkt Py im 
Verlauf der Zeit beliebig oft wieder seine Ausgangslage annimmt. Der 
PorncaREsche Wiederkehrsatz ist eine Verallgemeinerung dieses Ergeb- 
nisses auf Systeme von mehr als zwei Differentialgleichungen. Zwar 
kann man hier nicht beliaupten, daB jeder Punkt seine Ausgangslage 
immer wieder passiert, sondern nur, daB alle Punkte mit Ausnahme 
solcher, die einer Menge vom LEBESGUEschen Ma8 Null angehéren, 
immer wieder der Ausgangslage beliebig nahe kommen. Fiir diesen von 


Daher ist - 
Gtue* 
Ox Oy 
AY 9¥o 
Ox Oy 


=1 


notwendig und hinreichend fiir die Inhalttreue. Da aber diese Funktionaldeter- 
minante fiir ¢=¢) zu 1 wird, so ist ihre Konstanz notwendig und hinreichend. 


Und dafiir ist wieder notwendig und hinreichend, daB fiir 4, =? die ‘satiny nach fy 
a Ox Hoge 
verschwinde. Fiir 4; =¢ aber wird 4 = ¥%, ¥o=¥, also ys 1} ay = 0, 


pe! 1 aher wid, fir ¢, = 2 
Ox Oy 


dt, Oo. OV ~ On oy 
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Porncar& ersonnenen Wiederkehrsatz vgl. man den einfachen Beweis, 
den CARATHEODORY ! gegeben hat. 


§ 5. Die Differentialgleichungen acm CY a ay + ba+8(a, y). 


% (x, y) sei dabei eine Potenzreihe, die keine Glieder von niedrigerer 
als der zweiten Dimension enthalt und die in der Umgebung von 
(0,0) konvergiert. Von dem zu gewinnenden Ergebnis werden wir im 
folgenden Paragraphen eine Anwendung machen. m werde stets als 
ganze positive Zahl vorausgesetzt. Wir gehen wieder zur Parameter- 
darstellung tiber und setzen 


ax 
= nm 


7 
Day td + B(x,y) 


Ich unterscheide mehrere Falle. 

1. m eine ungerade ganze Zahl, a <0. 

Zunachst wahlen wir eine Umgebung des Ursprungs, in welcher 
kein weiterer singularer Punkt liegt. Als solche Umgebung kann ein 
parallel den Koordinatenachsen orientiertes Rechteck genommen wer- 
den. Es wird durch die Lésung x = 0 in zwei Teilrechtecke zerlegt, 
die wir getrennt zu betrachten haben. Zundchst wahle ich die Zahl 
6 >0 so, daB die Punkte (0, 6) und (0, — 6) dem Rechteck angehéren 
und da8 

ad + $ (0,6) <0 


—ad+ (0, —6)>0 
ist. Dann kann man weiter die Zahl ¢ >0 so wahlen, daB das von 
den Geraden x =+e, y=-+6 begrenzte Rechteck ganz im erst- 
genannten enthalten ist und daB fiir |*|<e 

a6+bx+ B(x, d)<0, 

—a6+b6x+ B(x, —6)>0 

gilt. Ich betrachte dann zundchst denjenigen Teil des kleineren Recht- 
ecks, in dem * <0 ist. In ihm gibt‘es, wie ich zeigen will, genau eine 
Lésung der Differentialgleichung, welche im Ursprung miindet. Ich 


lege durch irgendeinen inneren Punkt P der Begrenzungsstrecke y = 6 
dieses Rechtecks eine Lésung der Differentialgleichung. Da in diesem 


: i d : 
Punkt und in seiner Umgebung = > 0 ist, so verlaBt diese Lésung 


mit zunehmendem x das Rechteck. Ebenso steht es auf der gegen- 


1 C. CaratHéopory: Uber den Wiederkehrsatz von Poincaré. Sitzber. pren8. 
- Akad. d. Wiss. 1919, S. 580—584. 
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x ‘ < d 
uberliegenden Rechteckseite, wo ~ <0 ist. Verfolgt man daher eine 


solche Lésung fir abnehmende x ins Rechteck hinein, so muB sie die 
Rechteckseite x = — e treffen!. Ich lasse nun den Anfangspunkt Ee 
auf y = 6 gegen den Punkt (0, 6) konvergieren. Die Punkte, in welchen 
die zugehérigen Lésungen die Rechteckseite x = — ¢ treffen, hangen 
dabei stetig von der Lage des Punktes P, ab und riicken monoton auf 
die Rechteckseite y = — 6 zu. Sie streben daher einer Grenzlage S, 
mit den Koordinaten (— «, s,) zu, wenn P, seiner angegebenen Grenz- 
lage zustrebt. Betrachtet man ebenso die Lésung durch einen Punkt 
P, auf y = — 6 und 1aBt wieder P, von links her gegen (0, — 6) kon- 
vergieren, so streben die stets vorhandenen Schnittpunkte dieser Lé- 
sungen mit « = — « einer Grenzlage S, mit den Koordinaten (— e, s,) 
zu. Hier ist s, = s,, weil sich sonst eine von einem Punkte von y = 6 
ausgehende Lésung mit einer von einem Punkte von y = — 6 aus- 
_gehenden im Inneren des. linken Teilrechtecks treffen miiBte. Legt man 
dann durch S, eine Lésung, so mu8 dieselbe im Ursprung miinden. 
Denn man kann sie bis zum Verlassen des Rechtecks verfolgen. Dies kann 
nur auf y = + 6 oder im Ursprung geschehen. Denn x = 0 ist eine sonst 
von Singularitaten freie Lésung und der y-Achse parallele Tangenten 
kommen auf der zu untersuchenden Lésung nicht vor. Wenn aber 
die Lésung durch S, in einem inneren Punkt einer der beiden Recht- 
ecksseiten y = + 6 endete, so miiBte das aus Stetigkeitsgriinden bei 
allen Lésungen durch, S, beiderseits benachbarte, Punkte ebenso sein. 
Das widerspricht aber der Definition von S,. Die Lésung durch S,~ 
muB8 also im Ursprung miinden. Die gleiche Uberlegung gilt fiir die 
durch S, gehende Lisung. Daraus ergibt sich S,; = S,. Denn es gibt 
nur eine in der Rechteckshalfte « <0 gelegene Lésung, welche im 
Ursprung miindet. Anderenfalls seien namlich y,(x) und Ye (x) zwei 
derartige Lésungen. Dann hat man 
gmox— Ys) _ (y, — yg) (a + f (2)). 


Hier ist (x) = B(x, 2 = Ft Ve) 


Potenzen von %,¥, und y, entwickeln 1a8t und die fiir x =0 ver- 
schwindet. Daher gibt es eine Zahl o derart, daB 


eine Funktion von x, die sich nach 


fal </5| fir | 

Ist dann — o < x) <0, so ist (fiir %) << % <0) 
: [age “e 

Vx (%) — Yo (x) = Lys (%0) — Ye (%0)] 


1 Sollte sie namlich tiber y = + 6 oder iiber y=-6 das Rechteck ver- 
lassen, so miiBten beide Male der y-Achse parallele Tangenten auf ihr zu finden 
sein, was fiir 7 << 0 unméglich ist. f % 
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Daher ist 


| v4 (%) — Yo (x) | > | 4 (%0) — Ye (%0) |e * 
> | yy (%o) — V2 (Xo) | 


und das widerspricht der Annahme, daB y,(x) und y,(*) im Ursprung 
miinden sollen. In der Rechteckhdlfte x <0 gibt es also genau eine 1m 
Ursprung miindende Lésung. Das gleiche ist in der Rechteckhalfte x > 0 
der Fall. Das erkennt man am raschesten, indem man diesen Fall auf 
den vorigen durch Vorzeichenanderung von x zurtckfihrt. 

2. m ungerade ganze Zahl,a >0. 

Ich konstruiere ein Rechteck genau wie im vorigen Fall. Jetzt ist 
aber fiir |x| <e 


ad+bx+ 8 (x,6)>0 
—ad+bx+ 8 (x, —d)<0. 


Ich betrachte zuerst die Halfte x >0 des Rechtecks. Eine in diesem 
beginnende Lésung kann bei abnehmendem x nach diesen Unglei- 
chungen das Rechteck weder auf y = -+ 6 noch auf y = — 6 ver- 
lassen. Sie kann ihm aber auch nicht iiber x = 0 entrinnen. Sie muB 
also entweder im Ursprung miinden oder geschlossen sein oder sich 
einer geschlossenen anschmiegen. Die beiden letzten Falle sind aus- 
geschlossen, weil sonst im Rechteck weitere singulare Punkte lagen. 
‘Also miinden alle Lésungen im Ursprung. Ebenso schlieBt man in 
der Halfte x <0 fiir wachsende x. Jetzt 1st also der Ursprung ein 
Knoten, insofern als alle im Rechteck beginnenden Losungen 1m Ursprung 
miinden. . 

3. m gerade ganze Zahl, a <0. Es sind keine neuen Erérterungen 
mehr nétig. Fiir x <0 schlieBt man wie eben auf ein Knotengebiet und 
fiir x >0 greift die Uberlegung von Fall 1. wieder Platz. In x >0 
liegt also nur eine im Ursprung miindende Lésung. 

4. m gerade ganze Zahl, a >. Man schlieBt fiir x >0 wieder auf 
Knoten und fiir x <0 auf eine einzige im Ursprung miindende Lésung. 

Die Falle a =0 erfordern eine eindringendere Behandlung. Auch 
sie sind erledigt, wie wir sehen werden, wenn allgemein davon die 
Rede sein wird, wie man allgemeinere analytische Differentialgleichungen 


dy a, B, (*, 9) 
dx Bs (*,¥) 
in der Nahe des Ursprungs behandeln kann. Da wird sich zeigen, daB 
man alles auf die eben behandelten Typen zuriickfiihren kann. 
Es wird nun aber noch von Interesse sein, zu sehen, wie man in 
allen besprochenen Fallen die unter Umstanden nur in einem Exemplar 
vorhandene, im Ursprung miindende Lésung wirklich berechnen kann. 


Pe é P dy C#x+Dy+4+0(%,y4) 

§6. Die Differentialgleichungen FP oye Renee en. 97 
Das geschieht mit Hilfe einer von BENDIXSON herriihrenden Methode 
der sukzessiven Approximationen. Man kann sie auch im Knotenfall 
zur Berechnung der Lésungen bis in den Ursprung hinein verwenden. 
Uberhaupt erhalt man so auch eine neue rechnerische Herleitung 
unserer Ergebnisse. PERRON hat in einer schénen Arbeit (Math. An- 
nalen 75) mit dieser Methode noch wesentlich allgemeinere Differential- 
gleichungen von der Form 


p(x) =f (x,y) 


erledigen kénnen, wo danin fiir y(x) und f(x, y) nur gewisse Stetigkeits- 
bedingungen erfiillt zu sein brauchen. Ich méchte mich aber hier damit 
begniigen, fiir den erwahnten Fall die Methode zu schildern. 

Es gentigt, den Fall m =1, a <0 zu betrachten. 

Dann nehme man als erste Naherung yp = 0 und bestimme y, aus 


d 
a3 =ay,+bx+ 8 (x, 0) 
so, daB entweder lim y,(x) =0 oder lim y,(x) =0 ist. Ich will den 


z>+0 z>—0 
zweiten Fall weiter verfolgen. Man tiberlegt sich leicht, daB 


0 
yy = — 29 f (DELP (E,0)) Ee dE 


der gestellten Forderung geniigt. Dann trage man y, ein und setze 


a 


Ye = — x8 f(DE+ BE) Er de. 


z 


Setzt man dies Verfahren fort, so erhalt man eine Folge von Funktionen 
¥y,. Diese konvergieren gleichmaBig gegen eine Grenzfunktion 4, welche 
der Differentialgleichung geniigt und fiir die lim y(x) =0 ist. Das 


z>—0 
Nahere der Beweisfiihrung mége der Leser sich entweder selbst zurecht- 
legen oder bei BENDIXSON oder PERRON nachlesen. 


§ 6. Die Differentialgleichungen fe = AES 
1. Fragestellung. Unter ziemlich allgemeinen Voraussetzungen kann 
man den Satz aussprechen, daB fiir das Verhalten der Lésungen dieser 
Differentialgleichung in der Umgebung von x = y =0 das Verhalten 
der Lésungen von 
BIg AGE Dy 
dx Ax+By 
in der Umgebung desselben Punktes maBgebend ist. Der Punkt 
x = y =0 soll auch fiir die vorgelegte Differentialgleichung ein sin- 
gularer sein; es sei also 6(0,0) = (0,0) =0. Obwohl unsere Uber- 


BrEBERBACH, Differentialgleichungen. 3. Aufl. 7 
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legungen meist viel allgemeiner gelten, wollen wir uns weiter einer 
formal einfacheren Darstellung zuliebe auf den Fall beschranken, 
daB 6 und ¢ als Potenzreihen in x, y gegeben sind, die mit Gliedern 
friihestens zweiter Dimensionen beginnen. Die Determinante der line- 
aren Glieder A D — BC sei von Null verschieden. Wir schreiben auBer- 
dem die Differentialgleichung in Parameterdarstellung: 


[amar t By + Bley 
(1) 
[2S creo B.(%, 9). 


2. 4,, 4g reell und von gleichem Vorzeichen. Ich beginne mit dem ein- 
fachsten Fall. Die beiden Wurzeln i,, A, der charakteristischen Gleichung 
A—A B 

Cc D—A:A 
seien reell und mit dem gleichen Vorzeichen versehen1. Dann laBt sich 
eine Umgebung um den Ursprung abgrenzen, derart, dap die durch die 
Punkte dieser Umgebung bestimmten Losungen alle in den singuléren 
Punkt hineinlaufen. 


Wie wir von S. 74/f. wissen, kann man durch eine Koordinatentrans- 
formation die Differentialgleichungen auf die Gestalt 
my = Aye + Bi (%, 4) 
Vy = Hy + Ag, + Bo (%, V1) 
bringen. Dabei sind A, und A, die beiden Wurzeln der charakteristischen 
Gleichung und yu ist nur dann vielleicht von Null verschieden, wenn 
A, =A, ist. $,, %, sind wieder zwei Potenzreihen, die keine Glieder 
nullter oder erster Dimension enthalten. Ich nehme zunachst wp = 0 
an. Dann betrachte ich xf + y? d.i. das Quadrat der Entfernung 
der Punkte einer Lésungskurve vom Ursprung. Aus (3) folgt 


(4) 4%, + yy, = Aad + Ay? + 4 B+ V1 Ro- 
A, x7 +A, yy} ist eine definite quadratische Form, da A, und 4, gleiches 
meee besitzen. Sind z.B. A, und A, negativ, so ist nach (4) 


(2) = 72 4(A + D) + AD— BC =0 


(3) 


a @ Og + y?) <0 und daher nahert sich bei zunehmendem Parameter- 


wert die Lésungskurve standig dem Ursprung. Grenzt man eine geniigend 
kleine Umgebung um den Ursprung ab, so besitzt darin dieser Ausdruck 
stets dasselbe Vorzeichen wie Ay ay +A,¥;. Es sei z. B. fiir x2 + 4? <6 
stets 
: | Bi + y1 Be] SS] Ar ay + Ae yi. 
Dann ist 
mH bMMN SSA + Ay?) fir sft yi <6. 
1 Wegen AD — BC + 0 ist A=0 keine Wurzel von (2). 


dy _Cxw+Dy+ (x,y) 
de Awx+By+e(x,y)° 
Wir ern dann, daB jede Lésungskurve durch einen Punkt von 
x? + y? < 6 im Ursprung miindet, dh. fiir hinreichend groBe positive 
t = x? + y* beliebig klein. Denn waren z.B. alle Punkte einer 
solchen eee as um mindestens jo o vom Ursprung entfernt, ware 
also stets xf + y? =o, so ware auf derselben, da o <6 ist, die Ab- 
leitung *, x, + 7,9; wegen (5) standig unterhalb einer angebbaren 
Schranke. Bezeichnet man namlich mit m das Minimum von — A, x? 
—A,y? fir x2 + y? =1, so ist 
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—A, 7? — LOE fiir s?4+ y2>0. 
Also ware 


dt < (a8 Va) 


und 
xi (t) + yi (t) — x3 (to) — v3) S — molt —t), 


wenn ¢) der Parameterwert eines Kurvenpunktes aus x? + y? <6 
und ¢ > fy ist. 
. Es ware somit «7 + y? < 6 — mo(t — 1), was fiir geniigend groBe 
¢ — ft) ein Widerspruch gegen x? + 4} > o ist. 
Es gibt also entweder einen endlichen Wert t von #, so daB lim x(t) 
t>t 
= lim y(#) =0, oder aber es iat Sai x(t) =lim y(t) =0. Die erst- 
t>r —o© t>-— 0 
genannte Moglichkeit steht nach S. 79 im Widerspruch mit der Tat- 
sache, daB es auBer der trivialen Lésung x =0, y= 0 keine andere 
geben kann, die fiir ¢ =r die Werte x =0, y = 0 annimmt. 
Auf die gleiche Weise sieht man auch, da8 


ld 

CWT (xq) = Ay at + 4% Bi (%1, V1) 
sowie 

ld : 

Odi (yi) = Asvt + 1 Bo (%> 91) 
fiir hinreichend kleine x, und y, im Falle 1, <0,A, <0 negativ sind, 
daB also, fiir zunehmende ¢-> + co sowohl %,(¢) wie nn monoton 
gegen Null abnehmen. 

Ahnlich kann man im Falle schlieBen, wo u + 0, also die beiden 

Zahlen A, und A, gleich sind. Dann betrachte man den Ausdruck 


ag + kyt, 
der ja fiir positives k definit ist. Fiir seine Ableitung folgt aus (3) 
440, + hy, = Axi t hem, + RA yi + my Bi + hy Be 


und das ist nun fiir gentigend kleines positives & in einer gentigend 
kleinen Umgebung des Ursprungs wieder definit. Daher schlie8t man 
genau wie eben, daB alle ORE 64 ay Ursprung einmiinden. 

é ZS 
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In diesem Falle sieht man weiter analog wie vorhin ein, daB 


- @ (7) = Ay xt + 4% Bile, 4) 

fir hinreichend kleine x,, y, im Falle A, <0 negativ ist, daB also 
jetzt wenigstens x,(¢) fir t+ + co monoton gegen Null abnimmt. 

Geometrisch gesprochen besagen die eben angestellien Uberlegungen, 
daB fiir Wurzeln A, und A, mit gleichem Vorzeichen alle Lésungen im 
Ursprung miinden, und daB sie dabei nicht spiralig verlaufen konnen. 
D. h. sie kénnen nicht alle Geraden des Ursprungs in dessen Umgebung 
beliebig oft treffen. Denn sonst kénnte %,(¢) nicht monoton gegen 
Null abnehmen. Daraus werden wir bald zu schlieBen lernen, daB die 
Lésungen in bestimmten Richtungen im Ursprung miinden. 


3. 4,, 49 konjugiert imaginar. Offenbar versagen unsere Uber- 
legungen fiir den Fall, daB die Wurzeln der charakteristischen Gleichung 
zwar reell sind, aber verschiedenes Vorzeichen besitzen. Wohl aber 
bleiben sie anwendbar in dem Falle, daB die Wurzeln der charakte- 
ristischen Gleichung konjugiert imaginar sind. Setzt man dann 


Ay = by + 4 Me, Ag = [ly — tle, 
so kann man x, durch x, —7y, und y, durch x, +74, ersetzen und 
so die Differentialgleichungen (3), in denen dann wieder.u =O ist, auf 
die. Form 


(5) (* = fy %y + Me Vy + Bi (%, 3) 


Vy = — My My + Ma Vy + Bo (Hq, Vy) 


bringen, wo wieder die Potenzreihen %8,, 98, erst mit den Gliedern 
zweiter Dimension beginnen. Wir betrachten wieder x? + y?, dessen 
Ableitung 
2 (1% + 11) = 2 oy (*t + yi) + 2%, B, + 2y, Be 

ist. Betrachten wir den Fall uw, + 0 naher. In einer geniigend kleinen 
Umgebung des Ursprungs ist wieder x, %, + y,y;, definit, und daraus 
folgt wieder, daB alle Lésungen dieser Umgebung in den Ursprung 
einmiinden. Ist aber uw, =0, so gilt ein solcher SchluB nicht, und die 
Erinnerung an den friiher betrachteten Strudelpunkt lehrt auch, daB 
jetzt nicht mehr immer die Lésungen in den Ursprung miinden miissen. 
Zur Klarung dieser Dinge sind tiefergreifende Erérterungen nétig, 
die wir noch zuriickstellen wollen. Zur Entscheidung dariiber, ob im 
Falle wy, =0, d.h. rein imaginarer Wurzeln der charakteristischen Glei- 
chung (2), Strudel oder Wirbel vorliegt, reichen nicht mehr die Glieder 
erster Ordnung hin. 


4. Knoten und Strudel. Unsere Betrachtung la8t bei den bisher 
behandelten Fallen noch nicht den spezifischen Unterschied zwischen 
Knoten und Strudel oder Wirbel erkennen, den wir in dem vorvorigen 


§ 6. Die Differentialgleichungen cd = Ae eee Abs (¥, Y) 


dx Ax+By+e(x,y)° 
Paragraphen bei den homogenen Gleichungen herausgearbeitet hatten. 
Bevor wir uns also dem noch ausstehenden Fall reeller 4, und A, mit 
verschiedenem Vorzeichen zuwenden, wollen wir diese Frage noch er- 
drtern. Es wird sich wieder zeigen, da8:bei reellen Wurzeln gleichen 
Vorzeichens stets der Knotenfall vorliegt. Bei komplexen Wurzeln 
aber liegt Strudel oder Wirbel vor. 
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5. Ein Satz von Benpixson. Diese Untersuchung beruht auf einem 
von BENDIXSON herrithrenden Satz, den ich zunachst angeben will. 
Der Satz bezieht sich sogar auf etwas allgemeinere Differentialgleichun- 
gen. Ich will ihn in dieser allgemeinen Fassung aussprechen, dann aber 
nur fiir unseren Fall beweisen. An der Beweismethode wird dabei nichts 
Wesentliches verlorengehen. Der Satz bezieht sich auf Differential- 
gleichungen von der Form 


= ice 2s “te Ri (%, y) 
(6) Bs 
dt oa Ye 7H B(x, y)- 


Dabei sind X,, und Y,, ganze rationale homogene Funktionen m-ter 
Ordnung, wahrend die Potenzreihen $, und $8, Glieder m-ter oder 
niedrigerer Ordnung nicht enthalten. Der Satz lautet dann: Eine 
Lésung der Differentialgleichung, welche im Ursprung miindet, ist ent- 
weder eine Shirale oder sie miindet mit einer bestimmten Tangente ein. 
Diese gentigt der Gleichung ~*~ Ym —VXm=9. 

Ich beschranke mich, wie schon gesagt, beim Beweis auf den Fall 
m=1. Hier ist X, = Ax+ By, Y,; =C%x-+ Dy. Man fihrt Polar- 
koordinaten ein: x = gcos#?, y =esin#®. Die Differentialgleichungen 
werden dann 


: e =e {cos #-X, (cos #, sin 8) + sin & Y,(cos #, sin #)} + 07, (0, 9) 
(7) #” = cos: Y,(cos@, sin #) — sin } X,(cos #, sin #) + of, (0, %). 


Dabei ist 
07/,(e, 8) = cos PB, (9 cos #, o sin #) + sind $,(e cos #, o sin 9) 
of.(o, 0) = —sin# ¥,(ocos#, esin#) + cosd Pp (e cos #, esin #). 


Es gibt dann eine Zahl R, so daB die beiden Funktionen /, und /, 
sich fir oS R, —c <#< +0 nach Potenzen von @ entwickeln 
lassen. Wir betrachten nun eine einzelne im Ursprung miindende 
Lésung. Man darf ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, 
daB.man fiir wachsende ¢ auf der Lésung dem singularen Punkt zustrebt. 
BloBe Vorzeichenainderung von ¢ bringt dies ja ndtigenfalls mit sich. 
Man kann dann eine Zahl T so bestimmen, daB fir ¢ > T die Lésung 
ganz im Kreise 9 < R bleibt. Wahrend man sich auf der Lésung dem 
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Ursprung nahert, muB t-—> co streben. Ware namlich fiir ein endliches 
t=T 

lim x (¢) = 0, lim y(é) = 0, 

t>rt tot 
so erhielten wir nach S.79 emen Widerspruch mit der Tatsache, da8 
es eine andere Lisung gibt, welche fiir ¢=1 die Werte x =0 und 
y =0 annimmt; das ist namlich die triviale Lésung x =0, y =0, fiir 
die x und y fir alle ¢ den Wert Null haben. 

Wir nehmen also an, daB fiir ¢ > T die zu betrachtende Lésung 
ganz im Kreise 9 < R liegt und daB sie fiir t > oo gegen den Ursprung 
konvergiert. Wir hatten schon Polarkoordinaten 0, # eingefiihrt. Deuten 
wit diese wieder als rechtwinklige Koordinaten einer neuen Ebene, 
so verlauft die zu betrachtende Lésung?! fiir ¢ > T ganz im Streifen 
0<o0<R und strebt fiir t+ 00 gegen die Gerade 9 = 0. Wir fragen 
nach den Haufungspunkten, die die Punkte der Kurve dabei auf 
o = 0 besitzen und beweisen, daB es deren nicht mehr als einen geben 
kann. Dieser Nachweis ergibt sich besonders leicht in dem Fall, daB 
xY,— yX, nicht identisch verschwindet. Dann gibt es namlich (bis 
auf Vielfache von 2) nur endlich viele Werte #@. fiir die 


(8) cos@- Y, (cos #, sin #) — sind: X, (cos#, sin 3) = 0 


ist. Wenn dann unsere Lésung auf @ = 0 zwei verschiedene Haufungs- 
punkte hat, =a und # =f, so wahlen wir einen Wert # = y zwi- 
schen beiden, fiir den cos y- Y, (cos y, sin y) — sin y:-X,(cos y, sin y) + 0 
ist und wahlen R so klein, daB fir 9=y,oa< R gemadB (7) auch 
& +0 ist. Dann kann die den Streifen 0 0X R durchsetzende 
Gerade # =y von unserer Lésung nur einmal iiberschritten werden; 
denn wegen des festen Vorzeichens von # miiBten alle Uberschreitungen 
in der gleichen Richtung geschehen, also entweder in Richtung wach- 
sender oder in Richtung abnehmender #. Daher mu8 unsere Lésung 
von einem gewissen Parameterwert an entweder standig oberhalb oder 
standig unterhalb der Geraden } = y bleiben. Daraus folgt, daB nicht 
% =a und # = ® (die zu beiden Seiten von # = y liegen) auf 0 = 0 
beide Haufungspunkte sein kénnen, so daB die Lésung nur einen 
Haufungspunkt auf @ = 0 besitzen kann. Liegt dieser im Unendlichen, 
so bedeutet das offenbar, daB die entsprechende Lésung in der x-y- 
Ebene eine Spirale ist, da sie jede Gerade durch den Ursprung dann 
unendlich oft durchsetzt. (Die Geraden 9 = 9%, 9 =9, +20... der 
o-0-Ebene geben ja alle dieselbe Gerade der x-y-Ebene.) Ist der Grenz- 
punkt aber ein endlicher Punkt # = «, so bedeutet dies, daB unsere 
Lésung in der x-y-Ebene in bestimmter Richtung « in den Ursprung 


1 Wir legen ihr Bild in der g-§-Ebene dadurch eindeutig fest, daB8 wir in einem 
Punkte dies bei @ zunachst unbestimmte Vielfache von 27 irgendwie fixieren. 
So erhalten wir eine wohlbestimmte Lésung von (7). 


‘ ; : : dy Cet Dy+ d(x, 
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einmundet. Diese Richtung ist durch die #-Koordinate des Punktes 
auf @ = 0 bestimmt, dem die Lésung in der 9-0-Ebene zustrebt. Dieser 
O-Wert aber geniigt der Gleichung (8). Denn auch 9 =0 ist Lésung 
der Differentialgleichungen (7). Der Grenzpunkt # = « muB also ein 
singularer Punkt fiir diese Differentialgleichungen sein und daher mu8 


(8) fir} = « erfiillt sein. Das bedeutet aber doch, daB langs der Tangente 
xY,—yX,=0 


ist. 

Da X, und Y, lineare Funktionen von x und y sind, so ist dies 
eine quadratische Gleichung. So erkennt man, daB in dem Falle, dag 
xY, — yX, nicht identisch verschwindet, nicht mehr als zwei Richtungen 
in Betracht kommen, in welchen Losungen in den Ursprung einmiinden 
kénnen. Ob aber in jeder dieser beiden Richtungen oder auch nur in einer 
von thnen Lésungen einmiinden, ist eine erst nachher zu entscheidende 
Frage. Dariiber enthalt auch der augenblicklich zu beweisende Satz 
von BENDIXSON keine Aussage. Diesen haben wir durch die vor- 
stehenden Betrachtungen fiir den Fall bewiesen, daB x Y, — yX, nicht 
identisch verschwindet. 

Er bleibt nur noch zu beweisen fiir den Fall, daB x Y, — yX, identisch 
verschwindet. Dann ist offenbar . 


4Y,=yX,=a%xy, 
wo a, konstant und +0 ist. (X, und Y, verschwinden nach S. 98 
nicht identisch.) 
Also ist X,=4)x und Y, =a)y. In Polarkoordinaten werden. 
dann die Gleichungen: 


eo = 0% + of; (0,9) 

8 = ort. S,,, (cos 8, sin 8) + of? fy (0, 8). 
Dabei ist 7 eine passende positive oder verschwindende ganze Zahl 
und S,,, ein Polynom, von der durch den Index angegebenen Ordnung. 
Durch die Gleichung a = @ fihren wir nun langs der zu untersuchen- 
den Lésung einen neuen Parameter ¢, ein. Dann werden die Differential- 
gleichungen 
9) oe =a +oh 
( . O = 07 Soyer + Ot" fe: 
Nun sei # = irgendein Punkt auf 9 =0. Es ist ein regularer Punkt 
fiir das Gleichungssystem (9), das wegen a + 0 auf g@ = 0 keine singu- 
laren Punkte besitzt. Daher geht durch diesen Punkt genau eine 
Lésung von (9). Diese ist aber, anders wie im vorigen Falle, nicht 9 = 0. 
Denn diese Kurve ist gar nicht Lésung von (9), wegen a = 0. Thr 
entspricht in der x-y-Ebene eine Lésung von (6), die in der Richtung « 
in den Ursprung einmiindet. Umgekehrt entspricht auch jeder Lésung 
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der Gleichungen (6), welche in der Richtung « in den Ursprung ein- 
thiindet, eine Lésung von (9), welche durch @ =0, # =« hindurch- 
geht!. Da dies aber ein regularer Punkt ist, so gibt es auch nur eine 
Lésung von (6), welche in der Richtung « in den Ursprung einmiindet. 
Ich betrachte weiter die durch 9 =0, 0 =a-+ 2a gehende Lésung 
von (9). Thr entspricht dieselbe Lésung von (6). Beide Kurven der 9-0- 
Ebene schneiden fiir hinreichend kleines R aus dem Streifen0 eR 
ein Gebiet G aus, das als umkehrbar eindeutiges Bild von @ < R der 
x-y-Ebene anzusprechen ist. In diesem Gebiet miissen nun die Bilder 
aller anderen Lésungen von (6) liegen, welche durch Punkte 9 < R 
hindurchgehen. Da nun bisher ja « ganz beliebig war, so haben wir 
in jeder Richtung durch den Ursprung genau eine Lésung. Dieser ent- 
spricht eine durch 9 = 0, # =a hindurchgehende. Alle so erhaltenen 
Lésungen von (9) bedecken nun aber offenbar das Gebiet G vollstandig ; 
d.h. durch jeden Punkt dieses Gebietes geht genau eine der gefundenen 
Lésungen hindurch. Das folgt sofort daraus, daB diese Lésungen stetig 
vom Anfangspunkt 9 =0, =a abhangen. Daher sind damit alle 
Lésungen von (6) im Gebiete 9 S R erschopft. 

Den auf S. 101 angegebenen Satz von BENDIxsoN haben wir nun be- 
wiesen. Wir haben erkannt, daB in dem Falle, wo xY, —yX,=0 
ist, jede Loésung in einer bestimmten Richtung im Ursprung miindet, 
und daB zu jeder Richtung auch genau eine Losung gehort. Wenn aber 
xY, — yX, nicht identisch verschwindet, so miindet entweder jede Lésung, 
im einer der berden ~«Y,—yX,=0 geniigenden Richtungen in den 
Ursprung, oder aber alle Lésungen nihern sich spiralig dem Ursprung, 
d.h. so, daB jede Lésung jeden Strahl des Ursprungs in dessen Umgebung 
unendlich oft schnetdet, oder es gibt tiberhaupt keine im Ursprung miindende 
Losung. 

6. 4,, 49 konjugiert imagindr. Wenden wir nun diesen Satz von 
BENDIXSON an. Er lehrt, daB in dem Falle, wo die charakteristische 
Gleichung (2) komplexe Wurzeln hat, nur spiralige Lésungen in den 
Ursprung miinden kénnen. Denn die Gleichung fiir die Tangenten 
wird dann 
. a(Cx+Dy)—y(Ax+By)=0 
oder 

Cx24+(D—A)xy—By?=0 
und dies hat. keine reellen Nullgeraden. Denn es ist 
(D—A}?+4BC =(D+A)?—4(AD—BC) <0, 


weil die charakteristische Gleichung (2) keine reellen Wurzeln hat. 
Im Falle komplexer, aber nicht rein imagindrer Wurzeln. der charakte- 


1 Es sei wieder daran erinnert, daB die Darlegungen sich stets auf den Fall 
m = 1 von (6) beziehen. 
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dx AxtByte e(¥,y) 


ristischen Gleichung miinden somit alle einer gewissen Umgebung des 
Ursprungs angehorigen Lésungen spiralig in demselben. Der Fall rein 
imaginarer Wurzeln bleibt wie auf S. 100 noch unentschieden. Aus dem 
Satz von BENDIXSON ergibt sich auch, daB im Falle reeller Wurzeln 
gleichen Vorzeichens der charakteristischen Gleichungen die Lésungen 
alle unter bestimmten Tangentenrichtungen in den Ursprung miinden. 
Diese Aussage ist in dem Falle, wo x Y, — yX, identisch verschwindet, 
nach dem vorhin Gesagten direkt im Satze von BENDIXSON enthalten. 
Das ist also der Fall, wo in (3) 4, =A, und uw = 0 ist. Allgemein haben 
wir aber auf S.100 fiir charakteristische Wurzeln von gleichem Vor- 
zeichen bereits festgestellt, daB spiralige Lésungen nicht vorkommen 
Also miinden fiir reelle A von gleichem Vorzeichen alle Lésungen in be- 
stimmten Richtungen im Ursprung. 

Wir werden bald noch naher untersuchen, inwieweit die nach dem 
Satz von BENDIXSON moéglichen Richtungen wirklich vorkommen. 


7. 4,, 4g reell und von verschiedenem Vorzeichen. Wir wenden uns 
jetzt dem Falle zu, daB die charakteristische Gleichung reelle Wurzeln von 
verschiedenen Vorzeichen besitzt. Diese seien dann 4, =A>0O und 
A, = —A’ <0. Dann kann man die Differentialgleichungen (1) auf 
die Form 

a’ = Ax + By (x,y) 
hal y= — iy + Ba (9) 
bringen. Da es uns vor allem auf die den Ursprung passierenden L6- 
sungen ankommt, so machen wir die Substitution y = %,. Dann finden 
wir die Differentialgleichungen 
x =Ax + xD, (2,4) 
Y= —(A +A) yy + % De (%, %4)- 
Dabei sind ©, und 9, neue Potenzreihen, die nach Potenzen von x 
und y, fortschreiten. Wir miissen diejenigen Lésungen dieser Gleichung 
aufsuchen, die fiir x—> 0 endlich bleiben, oder doch so schwach un- 
endlich werden, daB xy,—>0 strebt. Wir wollen zunachst diejenigen 
Lésungen von (11) suchen, die durch x =0, y, =0 hindurchgehen. 
‘Dazu gehért namentlich % =0 selbst. Dieser Lésung entspricht aber 
bei den Gleichungen (10) nur die triviale Lésung x =0, y =0. Auf 
jede Lésung kann man in der Umgebung von x =0, y, =0 durch 
oF A+ eD, (2,9) 
den neuen Parameter 7 einfiihren. Fiir geniigend kleine x, y, wachst 
er wegen 2 >0 mit ¢ zugleich. Nach Einfiithrung dieses Parameters 
gehen die Differentialgleichungen (11) in 
Loy 


12 ie , Aah 
0) gm EMI) OA, Foote 


(11) 


106 I. 4. Diskussion des Verlaufs der Integralkurven. 


iiber, wo 0 eine neue Potenzreihe ist, die nach Potenzen von %, 4, 
fortschreitet. Auf (12) wenden wir die Ergebnisse von S. 94 ff. an. Dar- 
nach gibt es noch genau zwei weitere Lésungen von (11) durch den 
Ursprung. Diesen entsprechen dann Lésungen von (10), welche durch 
den Ursprung gehen und dort y = 0 beriihren. Es gibt deren also genau 
zwei, von denen iibrigens die eine die positive, die andere die nega- 
tive x-Achse beriihrt. Genau ebenso kénnen wir dann mittels der Sub- 
stitution x = yx, zwei Loésungen von (10) ausfindig machen, welche 
durch den Ursprung gehen und dort x = 0 beriihren. Damit sind dann 
alle Lésungen bestimmt, welche im Ursprung eine der beiden Koordi- 
natenachsen beriihren. Der Satz von BENDIXSON lehrt aber dann weiter, 
daB8 alle dem Ursprung zustrebenden Lésungen von (10) dort unter 
bestimmten Tangenten ankommen. Denn spiralige Lésungen muBten 
die beiden schon gefundenen Lésungen in regularen Punkten treffen. 
Weiter lehrt der Satz von BENDIxson, daB als solche Tangentenrich- 
tungen nur die beiden Koordinatenachsen in Betracht kommen. Daher 
haben wir dann alle Lésungen durch den Ursprung gefunden. Es sind 
genau vier. Je zwei bertihren eine der beiden Koordinatenachsen von ver- 
schiedenen Seiten herkommend. 


8. Zusammenfassung. Ich stelle nun zundchst zusammen, was wir 
bis jetzt fiir die in der Uberschrift dieses Paragraphen genannten Diffe- 
rentialgleichungen erreicht haben. Im Falle reeller Wurzeln der charakte- 
ristischen Gleichung gehen bei gleichem Vorzeichen samtliche einer 
gewissen Umgebung des Ursprungs angehérige Lésungen in diesen hinein. 
Das gleiche ist im Falle komplexer Wurzeln der Fall, es sei denn, daB 
die Wurzeln rein imaginaér sind. Dieser Fall ist noch unentschieden. 
Im Falle reeller Wurzeln von verschiedenem Vorzeichen gehen genau 
- vier Lésungen in den Ursprung hinein. Im Falle komplexer Wurzeln 
wurde weiter erkannt, da8 die im Ursprung miindenden Lésungen 
Spiralen sind. Im Falle reeller Wurzeln gleichen Vorzeichens miinden 
alle Lésungen in bestimmten Tangentenrichtungen. In dem Falle, wo 
$Y, VX, = 0 ist, d. hwo A= D0 B= Cidh.d, =A, 2 = 0 
ist, miindet nach dem Satz von BENDIXsON in jeder Richtung genau eine 
Lésung. Wie sich die Richtungen der Lésungen auf die beiden Null- 
geraden von +Y, — yX, =0 verteilen, bleibt in den anderen Fallen 
noch zu untersuchen. Im Falle 4, =A,, w +0 ist die Antwort ohne 
weiteres klar. Denn hier wird xY, — yX, = yx?, so daB alle Lé- 
sungen 1m Ursprung x, =O beriihren. So bleibt nur noch der Fall, da 
die beiden Wurzeln der charakteristischen Gleichung reell und verschieden 
sind. Die beiden in Betracht kommenden Tangentenrichtungen sind 
dann aus 


(13) “*Y,—yX,=x(Cx+Dy)—y(4x+By)=0 


zu bestimmen. Sie sind, wie man leicht sieht, verschieden, sind es 


§ 6. Die Differentialgleichungen ay. Besa yet (* ¥) ‘ 

dx “Ax+ By+e(x,y) 

doch die Richtungen der geradlinigen durch den Ursprung gehenden 

Lésungen der zugehérigen homogenen Gleichungen, die entstehen, wenn 

man §, und $8, durch Null ersetzt. Wir diirfen das Koordinatensystem 

so legen, daB die Koordinatenachse x = 0 in keine dieser Richtungen 

fallt. Somit ist B == 0. Wir machen in den Gleichungen (1) die Sub- 
stitution: y = x7. Sie fiihrt uns auf 
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ax 


ap AX TBA +x BE (x, 7) 
(14) Bp 
ap =C+Dn—7(A + Bn) + x BF (x,7). 


Ihre auf der Lésung x = 0 gelegenen singularen Punkte werden durch 
(15) C+ Dn—(A + Bn)n = —B(n—m) (n—m) = 0 


gegeben. Es sind also zwei voneinander verschieden reelle Punkte, ~ 
deren 7-Koordinaten 7, und 7, nach (13) mit den Richtungen der even- 
tuellen Tangenten ibereinstimmen. In der Umgebung dieser beiden 
singularen Stellen gehért diese Differentialgleichung dem in der Para- 
grapheniiberschrift genannten Typus an. Die Wurzeln der zugehérigen 
charakteristischen Gleichungen sind beide Male reell?. 

Daher lehren die Betrachtungen dieses Paragraphen, da8 durch 
jeden der beiden singularen Punkte auBer x = 0 noch weitere Lésungen 
hindurchgehen. Daraus folgt, durch Eintragen dieser fiir x > 0 gegen 
bestimmte Grenzwerte konvergierenden Funktionen in y=yx, daB 
durch den Ursprung gewisse Lésungen von (1) mit bestimmter Tan- 
gentenrichtung hindurchgehen. Daher gehen nach S. 104 alle im Ur- 
sprung mtindenden Lésungen in bestimmten Richtungen in diesen 
Punkt hinein. Gleichzeitig wird erkannt, daB in jeder der beiden még- 
lichen Richtungen Lésungen im Ursprung miinden. 

Nunmehr ist es leicht, zu zeigen, daB tatsachlich ein Knotenpunkt 
vorliegt, daB also tatsdchlich alle Lésungen bis auf zwei mit derselben 
der beiden Tangenten einmtinden. Zu dem Zweck miissen wir zeigen, 
daB der eine der beiden singuléren Punkte von (14) auf x =0 ein 
Knoten, der andere ein Sattel ist, daB also in den einen alle, in den 
anderen nur vier Lésungen einmiinden. Zwei von diesen vier werden 
durch x =0 selbst absorbiert, den beiden anderen entsprechen dann 


1 Betrachtet man z. B. die Wurzel 7, von (15) und setzt.y — n, = H, so wer- 
den die linearen Glieder von (14), wenn man rechts nach Potenzen von ¥ und H 
entwickelt: (4 + Bn,)* und — B(m — m,)H + *8¥Z (0,7). Hier kann aber 
die Determinante der Koeffizienten der linearen Glieder nicht verschwinden. 
Denn dann miiBte entweder A + Bn, = 0 oder — B(n, — m2) = 0 sein. Im ersten 
Falle ware, da 7, eine Wurzel von (15) ist, auch C + Dn, = 0 und daher miBte 
AD —BC=0 sein, gegen unsere Annahme. Im anderen Falle ware n, eine 
Doppelwurzel von (15) entgegen einer bereits gemachten Feststellung. Die charak- 
teristische Gleichung wird (A + By, — A)(— B(m — 2) — 4) = 0, hat also reelle 
Wurzeln. 
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zwei mit der einen der beiden médglichen Tangenten einmiindende 
Lésungen von (17), wahrend alle iibrigen dem Verhalten des anderen 
singularen Punktes von (14) entsprechend in der anderen Richtung 
einmiinden. Um nun diese Verhaltnisse der beiden singularen Punkte 
von (14) einzusehen, mu8 man sich ihre charakteristischen Gleichungen 
ansehen. Falls 7, und 7, die beiden singularen Punkte auf » = 0 sind, 
so werden, wie man ausrechnet, 


(A + Bn, — p) (B (4, — M2) + H) =9 


(A + By — ») (B (m2 —m) + He) = 0 
ihre charakteristischen Gleichungen. Um zu sehen, daB im einen Fall 
die beiden Wurzeln verschiedenes, im andern aber beide gleiches Vor- 
zeichen haben, ist nur festzustellen, daB das Produkt aller vier negativ 
ist. Dies Produkt ist aber 

— (A + Bn) (A + Bn) B? (m, — 72)’. 
Und das ist wegen (15) gleich, 

pe ASD Ceo a tis )ae 

Die Determinante AD — BC ist aber positiv, denn nach (2) ist sie 
das Produkt der beiden 4,A,, die gleiches Vorzeichen haben. Nach 
S.107 ist B +0. 

Es 1a8t sich auch noch feststellen, daB die Richtung, welche von 
fast allen Lésungen im Ursprung eingehalten wird, die gleiche ist, 
wie bei der zugehdrigen homogenen Gleichung. Der Leser mége das 
selbst nachpriifen. : 

Damit ist nun die Diskussion der Differentialgleichungen 

dy _C#+Dy+ Pelz.) 

dx Ax+By+ $f (%,¥) 
in dem in Aussicht genommenen Falle, daB AD — BC +0 ist, zu 
Ende gefiihrt. Man kann das Ergebnis dahin aussprechen, daB fiir das 
qualitative Verhalten der Lésungen in der Nahe des Ursprungs in der . 
Regel allein die linearen Glieder maBgebend sind. Diese bestimmen 
sogar die Richtungen, in welchen die Lésungen im Ursprung miinden. 


9. Wirbel und Strudel. Freilich konnten wir bisher im Falle rein 
imaginérer Wurzeln der charakteristischen Gleichungen nicht den 
Wirbelfall vom Strudelfall trennen. Hier sind eben tatsichlich die 
linearen Glieder nicht mehr allein maBgebend. Das erkennt man sofort 
an zwei Beispielen, in welchen die linearen Glieder die gleichen sind. 
So wird 


und 


x =y+243, y’ = —x% —2%8 
durch die geschlossenen Kurven 


x? + y? + x4 4 yt — konst. 


dy  Cx+Dy+(#,y) 


6. Die Diff tialglei = 4 
§ ie erentialgleichungen 7 Mey ereay) 109 
gelést. Hier liegt also ein Wirbel vor. Dagegen liegt bei 
way x(t +92) 
y= — 2x + y (4% 9%) 
ein Strudel vor. Denn in Polarkoordinaten werden diese Gleichungen 
Q’ = 0, v=—l. 
Thre Lésungen sind die Spiralen 
ul 
ai 
eat O+c° 


Da wir jetzt an eine Stelle gekommen sind, wo im Falle von Diffe- 
rentialgleichungen, deren Koeffizienten im Ursprung sich nicht ana- 


lytisch verhalten, die Dinge anders liegen kénnen, so will ich auch ~ 


dafiir noch ein Beispiel geben. Ich betrachte 


ax 1 
“dt. =y+ AERTS 
iat aco —x + (x? + y?) y sin ———, 
a ae a 
Fiihrt man Polarkoordinaten ein, so kommt 
o' = ofsin =, . &=—) 
oder 
d 
ss == sin—| 


und daraus erkennt man, den unendlich vielen gegen Null sich haufen- 
den Nullstellen der rechten Seite entsprechend, daB der Differential- 
gleichung durch unendlich viele Kreise mit dem Nullpunkt als Mittel- 
punkt geniigt wird. In einem von zwei aufeinanderfolgenden derartigen 
Kreisen begrenzten Ring liegen aber keine weiteren geschlossenen 
Integrale. Denn in einem solchen Ring ist @’ von einerlei Vorzeichen. 
Die hier verlaufenden Integralkurven wickeln sich also spiralig um 
die Begrenzungskreise herum. 


10. Methode von Poincaré. Kehren wir zuriick zum analytischen 
Fall. Wir legen uns die Frage vor, wie man nun bet einer vorgelegten 
Differentialgleichung entscheiden kann, ob sie zum Strudelfall oder zum 
Wirbelfall gehért. Man kennt dafiir zwei verschiedene Methoden, eine 
von PorncaR£é und eine von BENDIxsoN. Die PoINcAREsche beruht 
auf folgenden Gedanken. Wenn eine Schar geschlossener Integralkurven 
den Ursprung umschlieBen soll, so wird man die Gleichung derselben 
in der Form F = konst. annehmen diirfen. Es liegt nahe, es hier einmal 
mit einer Funktion F zu versuchen, die sich nach Potenzen von x und y 
entwickeln laBt. Fiir F ergibt sich dann aus den Differentialgleichungen 
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die Bedingung 
dF OF dx OF dy 


Oe eam argos tes 


Um F dieser Bedingung gem48 bestimmen zu kénnen, denken wir 
uns die Entwicklung von F nach homogenen Polynomen der ~*, y 
geordnet : 

F=F,+fF,+°°: 
Dabei ist F, ein homogenes Polynom k-ter Ordnung. Die Differential- 
gleichung diirfen wir nach S. 100 in der Form 


ax 

aan y+X,+--- 
dy 

= e+ Yet 


annehmen!, Daraus erkennt man sofort, daB F, = 0 sein mu8. Ebenso 
leicht findet man F, = x2 + y?. Denn auf einen konstanten Faktor 
_ kommt es bei der Bestimmung von F nicht an. Und ferner hat man 


die Bedingung, da8 bei Ordnung von aoe 


alle diese einzelnen Polynome verschwinden miissen. Fiir das Polynom 
F,, findet man hiernach die Bedingung 

OF, OF, 
Dabei ist G, ein Polynom k-ten Grades, das sich aus der Differential- 
gleichung und denjenigen F; zusammensetzt, deren Ordnung niedriger 
als k ist. Zur weiteren Rechnung fiihrt man am bequemsten Polarkoordi- 
naten ein: x =gcos#?, y=osind. Dann erkennt man leicht, daB 
fiir ein homogenes Polynom k-ten Grades 


G;, = oF D)(p, cosnd + g, sin nd) 
gilt. In der Fourierreihe kommen dabei nur solche Glieder vor, deren 
Nummer  dieselbe Paritat hat wie &, und & nicht iibertrifft. Man sieht 
auch leicht ein, daB umgekehrt diese Bedingung dafiir hinreichend 
ist, daB das g* -fache der Fourierreihe ein homogenes Polynom k-ten 


Grades ist. Setzt man dann F, = 0 p(9) und G, = e* y(9), so wird 
aus der Gleichung (16) die saa 


nach homogenen Polynomen 


Man kann ihr also dann ee nur dann geniigen, wenn das Absolut- 
glied in der Fourierreihe fiir y(#), d.i. also py) =0 ist. Das ist fiir 


1 Das zunachst noch vorhandene w, kann man durch die Parametertransfor- 
mation 


dt ‘ 
yim ie Gbsiy Fs ty 


zu Eins machen. 


Ray ih : ; dy Cw+Dy+d(4, y) 

§ 6. Die-Differentialgleichungen ae By a ys 111 
ungerades k offenbar von selbst erfiillt, da ja 9* w(8) ein homogenes 
Polynom sein soll. Fiir ungerades k ist dann y(@) eindeutig bestimmt, 
da doch auch in p(@) das Absolutglied Null sein muB. Bei geradem 
& indessen bedeutet Verschwinden von ¢, eine besondere Bedingung, 
und jetzt ist auch y(#) nur bis auf eine additive Konstante bestimmt. 
Ich behaupte nun, da® das Verschwinden der , eine notwendige 
Bedingung fiir das Vorliegen eines Wirbels ist. Nehme ich ndmlich 
an, diese Bedingung des Verschwindens der 9 sei bis zur Nummer 
k =2n erfillt, fiir k = 2 selbst aber sei sie nicht mehr erfiillt, dann 
kann man eine Funktion (#) aus 


bestimmen. Das ist gleichbedeutend mit der Bestimmung eines zu- 
gehérigen homogenen Polynoms aus der Gleichung 


dFon 5 
Vane Raye ae Peet) 


Nun setze ich 


Fax? + y+ Fy tee + Font t+ Fane 


Dabei mégen dieFs, ..., Fgn_1, -.-, aus den Gleichungen (16) bestimmt 
sein. Dann fallen in dem Ausdruck 
2 dF 
at 


alle Glieder von kleinerer als 2 m-ter Ordnung weg, wahrend das Glied 
2 n-ter Ordnung 
=> pg (X* +7)" 

wird. Daraus folgt, daB in geniigender Nahe des Ursprungs = von 
- einerlei Vorzeichen ist. Ich will annehmen, es sei das negative. Dann 
folgt hieraus, da8 auf einer, dieser Umgebung des Ursprungs angehérigen, 
Integralkurve x = x(t), y = y(¢) bei wachsendem Parameter ¢ die Funk- 
tion F monoton abnimmt. Mit wachsendem # nahert sich also die Integral- 
kurve immer mehr dem Ursprung. Sie miindet daher entweder in den- 
selben fiir ¢—> oo oder aber sie hat eine Kurve F =c als Grenzzykel. 
Nun aber kénnen in unserem Falle einer analytischen Differential- 
gleichung und einer analytischen Funktion F nur endlich viele Kurven 
F =c Integralkurven sein. Denn aus F =c findet man als Gleichung 
der Integralkurve y =/(x,c), und dies hangt algebraisch vom Para- 
meter c ab. Wenn diese Funktion nun fiir unendlich viele sich gegen 
Null haufende Werte von c der Differentialgleichung geniigte, so muBte 
dies nach allgemeinen Satzen itber analytische Funktionen fiir alle c 
so sein, wahrend wir doch von einer Integralkurve ausgingen, auf 
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der F sich monoton Andert, statt konstant zu sein. Somit gibt es in unse- 
rem Falle, wo ein py) + 0 ist, in einer gewissen Umgebung vom Ursprung 
keine geschlossenen Integralkurven. Daher miissen alle einer solchen 
Umgebung angehorigen Integralkurven im Ursprung miinden. Daher 
ist fiir den Wirbelfall das Verschwinden aller py eine notwendige Be- 
dingung. DaB sie auch hinreicht, zeigt Poincaré durch den Nachweis, 
daB die fiir F so zu findende unendliche Reihe konvergiert. Doch will 
ich darauf nicht mehr eingehen. 


11. Methode von Benpixson. Lieber will ich noch die Methode von 
BENpIxson schildern. Dieser setzt von vornherein die Differential- 
gleichung in Polarkoordinaten an. Man kann sie dann auf die Form 


“f= 00, (8) + 7% (8) +++ 


bringen. Diejenige Lésung, welche fiir # =0 den Wert 0) annimmt, 
hangt analytisch von @y ab (S.53). Sie 1aBt sich also fiir hinreichend 
kleine g, durch eine fiir alle 0 < # < 2x konvergente Reihe 


2 = Q(F, Go) = Go % (F) + 00 Me (B) + 
darstellen. Aus 0(0, @9) = Qo folgt, da dies fiir alle gentigend kleinen 
@y gelten soll, u,(0) =1, u,(0) =O(k =2,3...). Traégt man diese 


Reihe in die Differentialgleichung ein, so erhalt man fiir die ~, die fol- 
genden Differentialgleichungen 


Fey a (9) 

d 

F = Uy C, (8) Cy (3) 
Us 


Die Lésungen sind durch die bei # =0 vorgeschriebenen Werte 
vollig bestimmt. Fiir die Geschlossenheit der Lésungen ist hinreichend, 
daB die «, periodische Funktionen der Periode 2 sind. Diese Be- 
dingung ist aber auch notwendig. Denn waren etwa w,, Ug,... Uy 
-periodisch, “,,, aber nicht periodisch, so sei z. B. 


? My 4.1 (27) — Hy 4,(0) =d <0. 
- Dann wird 


@ (2, Qo) — @ (0,00) = ef +* [4 + 00 {42 (2m) — ty 42 (0)} +++ +]. 
Daher ist fiir hinreichend kleine g, 
@ (2%, Qo) —@ (0, 00) <0. 
Also wird durch wiederholte Anwendung dieses Schlusses 


2 (0, Qo) > @ (27, eo) > @ (47, 09) > 


dy _ Cw + Dy + d(x, 9) 
dw Ax4+ By+s (x,y) 

Daher wird #=0 unendlich oft von jeder Lisung getroffen. Die 
Bedingung ist also auch notwendig. 

Man muB sich aber vor Augen halten, da8 die Tragweite dieser 
Betrachtungen begrenzt ist. Sie enthalten insbesondere bisher keine 
Rechenvorschrift, nach der man in einem konkreten Fall vorgehen 
kann. In dieser Richtung liegt nur eine Arbeit von Dutac! vor, der 
fiir die Differentialgleichung 


ay yta, +b xy+ec,y? 
dx —%*+ agx*+ boxy + Cy? 
die Diskussion vollig durchgefiihrt hat. Hier geniigen acht der un- 
. b . . . . 
endlich vielen Bedingungen, wie man bei direkter Ausfiihrung der 


Integration sieht. 
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12. Zusatz. Zum SchluB dieser Betrachtungen noch den Hinweis, 
dab in der Arbeit von BENDIXSON eine Methode entwickelt wird,.die 
das Verhalten der Lésungskurven einer jeden Differentialgleichung 


2 B,(*, y) 


d% Bo(%, y) 
in der Nahe des Ursprungs festzustellen erlaubt. Durch eine Kette 
bilinearer Transformationen wird eine jede solche Differentialgleichung 
auf die in diesem und dem yorigen Paragraphen ausfihrlich disku- 
tierten Typen zuriickgefihrt. 


13.. Bemerkungen: 1. In zwei neueren Arbeiten in der Math. Zeitschr. Bd. 15 
u. Bd. 16 hat Perron den Gegenstand dieses Paragraphen erneut vorgenommen 
und in weitem Umfang die Bedingungen fiir d(x, y) und e(%, y) angegeben, unter 
denen die Satze dieses Paragraphen richtig bleiben. 

2. Die Ubertragung der vorliegenden Ergebnisse auf Systeme hat bisher 
nur diirftige Ergebnisse gezeitigt. Sie beschranken sich wesentlich auf die durch 
gewisse Reihenentwicklungen gewonnene Erkenntnis, daB im Falle, wo » der 
Wurzeln der charakteristischen Gleichung einen negativen Realteil haben, eine 
y-parametrige Schar von Lésungen fiir ¢—» 0oO gegen den Ursprung konvergiert. 
Wenn z. B. alle diese Wurzeln positiv reell sind, so kann dies ganz analog wie 
S. 98 bewiesen werden. Ein dem allgemeinen Satz dieses Paragraphen entsprechen- 
der ist bisher nicht bekannt. Doch hat das Wenige, was bekannt ist, schon fiir 
Fragen der Mechanik wichtige Dienste getan. Vollstandig kann man natiirlich 
analog zu §3 die Diskussion fiir Systeme linearer Gleichungen mit konstanten 
Koeffizienten durchfiihren. AnlaBlich der linearen Gleichungen zweiter Ordnung 
werden wir noch weitere Falle betrachten (vgl. auch S. 143ff.). 

3. Die Betrachtungen dieses Paragraphen legen den Gedanken nahe, durch 
eine umkehrbar eindeutige Transformation die’ vorgelegte Differentialgleichung 
in eine mit linearer rechter Seite zu verwandeln. So wiirde es in die Augen 
springen, daB der Verlauf der Lésungskurven durch die linearen Glieder be- 
stimmt ist, Dies Verfahren ist tatsdchlich durchgefiihrt worden? und bietet 
auch Méglichkeiten zur wirklichen Berechnung der Lésungen. 


1 Bull. des sc. math. Bd. 32. 1908. 

2 H. Durac: Solutions d’un systéme d’équations différentielles dans le voi- 
sinage de valeurs singuliéres. Bull. de la soc, math, de France Bd, 40, 324—383, 
8 
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§ 7. Uber die Verteilung der singularen Stellen. 


1. Ubergang zu Kurven auf Flachen. Man darf immer annehmen, 
daB durch eine vorgelegte Differentialgleichung einem jeden Punkt 
einer geschlossenen Flache eine sie bertthrende Richtung zugeordnet 
sei und daB es sich also darum handelt, auf der geschlossenen Flache 
Kurven zu finden, ‘die jeden Punkt in der dort vorgeschriebenen 
Richtung passieren. Denn wenn ein System 


a= f(x, 9) 


ays 
as — 8(%9) 


in einem Bereich der x, y vorgelegt ist, so kann man ein Stiick dieses 
Bereiches durch stereographische Projektion auf eine Kugeloberflache 
projizieren. Hierdurch wird jedem Punkt-dieses spharischen Bereiches 
eine Tangentenrichtung zugeordnet. Die so in einem Stiick dieser Flache 
vorliegende Erklarung der Differentialgleichung kann man dann iiber. 
den Rest der Flache so erganzen, daB eine auf der geschlossenen Kugel- 
oberflache erklarte Differentialgleichung herauskommt. Dieser Gedanke 
gibt auch die Méglichkeit an die Hand, die bisher besprochenen Ergeb- 
nisse auf Differentialgleichungen der Form /(%,y, y’) =0 zu tber- 
tragen, wo etwa {(x, y, y’) ein Polynom sein mége. Dann ist das Pro- 
blem, diese Gleichung zu untersuchen, nach PoINcaRE gleichwertig mit 
der Untersuchung der Differentialgleichungen 


dx oT dy of 
dt Oz” ‘dt oe 
az 

di ff a 


auf der Flache f(x, y, z) =0 und somit haben wir in manchen Fallen 
wieder eine Differentialgleichung, die jedem Punkt einer geschlossenen 
Flache in eindeutiger Weise eine sie beriihrende Richtung zuordnet. 
Tatsdchlich definieren diese drei Differentialgleichungen Raumkurven, 
deren Projektion auf die x-y-Ebene He = a oe = 2 liefert, so daB 
also diese Projektionen der Differentialgleichung f(x, y, y’) =0 ge- 
ntigen. Tatsdchlich liegen diese Raumkurven auf der Flache f(x, y, 2) 


= 0, falls man ihre Anfangspunkte darauf wahlt. Denn langs derKurven 
df 


ist dt = 


1912. G, D. Brrkuorr: Divergente Reihen und singulare Punkte gewdéhnlicher 
Differentialgleichungen. Sitzber. d, preu8. Akad, d. Wiss. 1929, S. 171—183. 
G, D. BirkuorF and F. R. Bramrortu: Divergent series and singular points of 
ordinary differential equation. Trans, Am, math. Soc, Bd. 32, S. 114—146. 1930, 
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An diesen Ansatz kénnen wir ankniipfen, wenn wir jetzt noch einen 
allgemeinen Satz iiber die Verteilung der Singularitaten erértern 
wollen. 

Zunachst betrachten wir eine einzelne singulare Stelle S eines 
Systems 


(1) ate, B=ex,y). 


Dabei sollen f(x, y), g(x,y) in der Umgebung von x =0, y = 0 ein- 
deutig und stetig erklart sein und einer Lrpscutrz-Bedingung geniigen. 
Im Punkte x = 0, y =0 selbst sollen {(0, 0) = g(0, 0) =0 sein, wah- 
rend in der betrachteten Umgebung keine weiteren singuladren Stellen 
liegen. Jedem von (0,0) verschiedenen Punkt ist dann durch (1) ein 
gerichtetes Linienelement zugeordnet. 


2. Der Index. Nach PoINcARE ordnen wir der isolierten singularen 
Stelle S einen Index j zu. Mit BrrKHoFF erkléren wir ihn so: Man lege 
um die singulare Stelle eine einfach geschlossene Kurve ©, welche aus 
endlich vielen, stetig differenzierbaren Bogen besteht und auBer S 
keine andere singulére Stelle umschlieBt. Durchlauft man dieselbe im 
positiven Sinn, so erfahrt dabei der durch die Differentialgleichungen 
erklarte Vektor eine Drehung 7:27. 7 heiBt dann Index der singuléren 
Stelle. Man erkennt namlich sofort, daB die ganze Zahl 7 von der Wahl 
der umschlieBenden Kurve unabhangig ist. Denn bei stetiger Anderung 
derselben miBte sich auch 7 stetig 4ndern und bleibt daher als ganze 
Zahl unverandert. 

Bei den Differentialgleichungen des § 6 ist es leicht, den Index zu 
bestimmen. Er ist namlich stets dem Index der bei Beschrankung 
auf die linearen Glieder entstehenden homogenen Gleichung gleich. 


d mee : ; ] 
Setzt man namlich = +4 — = re'?, so wird der Index der Jq tachen 


Anderung gleich, welche y bei Durchlaufung einer geschlossenen Kurve 
um die singuldre Stelle erfahrt. Ist x = x(t), y =y(t),0 StS ldie 
geschlossene Kurve, so ia somit 


ee! ig) 
i=an seat tart log (ve 
0 


Denn log 7 andert sich beim Maes nicht. Also ist 


Pips 
wenn | 
o Hey) = 8(%,9) 


die Differentialgleichungen sind, und sy und g’ die Ableitungen von 


f und g nach r bedeuten. Ist insbesondere f = Ax + By + ¥,(%, 4), 
: gt 
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g=Cx+Dy+ (x,y), wie im § 6, wo also $$, und $8, Potenz- 
reihen sind, die nur Glieder von hoherer als der zweiten Ordnung ent- 
halten, so wird bei Verwendung von Kurven, die hinreichend nahe den 
Ursprung umschlieBen, geschlossen, daf 
1 
este [Ace ee tee ton) Je 
ee Qai} (Ax + By) +i(Cx + Dy) 


ist. Man erkennt dies ahnlich wie beim Roucuéschen Satz der Funk- 
tionentheorie, indem man statt 8, und ®, zunachstA$,,A%,, 0 SAS1 
eintragt und bemerkt, da8 das Integral so lange stetig von A abhangt, 
als der unter dem Integral vorkommende Nenner nicht verschwindet. 
Dies aber ist fiir 0 <A <1 sicher dann der Fall, wenn langs der ge- 
schlossenen Kurve $8, und §%, hinreichend klein sind, d.h. wenn die 
Kurve hinreichend nahe am Ursprung verlauft. Da aber das Integral 
eine ganze Zahl als Wert hat, so ist es vond unabhangig. 

Fir die homogenen Gleichungen ist aber der Index leicht zu be- 
stimmen. Man erschlieBt seinen Wert unmittelbar aus den auf S. 74ff. 
gemachten Angaben. 

Im Knotenfall, im Strudelfall und im Wirbelfall ist darnach 7 = 1, 
im Sattelfall aber ist 7 = — 1. 


3. Anwendung des Eurerschen Polyedersatzes. Wir betrachten nun 
eine geschlossene Flache vom Geschlecht » mit eindeutig erklarter 
Indikatrix. Auf ihr sei wieder durch Differentialgleichungen mit ein- 
deutigen stetigen und der Lirscuitz-Bedingung gentigenden Koeffi- 
zienten ein Vektorfeld gegeben. Es mége endlich viele singulare Stellen 
aufweisen. Wir zerlegen dann durch irgendwelche endlich viele JoRDAN- 
sche Kurvenbogen mit stetig sich 4andernder Tangente die geschlossene 
Flache in endlich viele einfach zusammenhangende Gebiete, deren jedes 
an seinem Rand keine, in seinem Inneren nicht mehr als eine singulare 
Stelle besitzen mége. Diese Einteilung der Oberflache kann als Polyeder 
aufgefaBt werden, und so hat man nach dem EuLERschen Polyeder- 


satz zwischen der Anzahl e der Ecken, k der Kanten, und / der Flachen- 
stiicke die Beziehung! 


e+f—k=2—2b. 
Falls nun in einer Ecke » Kanten zusammenstoBen, so gilt noch 
é 
29 = 2k. Wir bestimmen nun fiir jedes der Gebiete den Index j. 


Dabei ist der Index derjenigen Gebiete, die keine singuldre Stelle ent- 


; 1 Man kann sie als Definition des Geschlechts p ansehen. p ist immer eine posi- 
tive ganze Zahl und kann auch als die Maximalzahl der punktfremden geschlossenen 


JorpaNkurven erklart werden, die man gleichzeitig auf der Flache anbringen kann 
ohne sie zu zerstiicken. 
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halten, Null. Zur Bestimmung des Index fiir die anderen Bereiche be- 
dienen wir uns des folgenden Verfahrens. Wir betrachten den Winkel #, 
um den man den Tangentenvektor der Randkurve im Sinne der Indika- 
trix der Flache drehen mu8, um ihn in dén Feldvektor iiberzufiihren. 
Die Randkurve sei im Sinne der Indikatrix umlaufen. In den Ecken 
gibt es den beiden Tangentenrichtungen entsprechend auch zwei Er- 
klaérungen des Winkels #. Dann ist die Winkelanderung des Feldvektors 
gleich der Summe der Anderungen, die der Fangentenvektor dings der 
Randbogen und in den Ecken erfaihrt, vermehrt um die entsprechen- 
den Anderungen des Winkels zwischen Tangentenvektor und Feld- 
vektor. Die erstere Anderung ist 22. Die letztere ist ein Vielfaches von 
2a, das man findet, wenn man abzahlt, wie oft der Winkel im wach- 
senden bzw im abnehmenden Sinn ein Vielfaches von z durchlauft?. 
Die ersteren nennen wir innere, die anderen 4uBere Beriihrungen des 
Feldvektors mit dem Tangentenvektor. Nun aber heben sich die An- 
teile, welche Beriihrungen von Lésungen mit inneren Kantenpunkten 
zuzuschreiben sind, gegenseitig auf, wenn man die Summe aller Indizes 
bildet. Denn eine solche Beritihrung ist fiir das eine der angrenzenden 
Gebiete eine innere, fiir das andere eine 4uBere. Es bleiben also nur die 
-Beriihrungen mit Lésungen in den Ecken der Gebiete. Geht aber eine 
Lésung durch eine Ecke, so passiert sie dort das Innere zweier Gebiete 
und beriihrt die y — 2 anderen von auBen, es sei denn, daB eine Lésung 
eine Ecke in einer Kantenrichtung passiert. Man darf aber immer die 
Einteilungslinien so wahlen, daB dies nicht der Fall ist. Somit hat man 
in einer Ecke vy — 2 a4uBere Berithrungen. Bildet man nun die Summe 


: ; : i —2 
der Indizes iiber alle Bereiche, so wird sie gleich — > g ie +f. 
Denn alle inneren und 4u8eren Beriihrungen heben sich auf, mit Aus- 
nahme der in den Ecken stattfindenden Beriihrungen. Eine jede 4uBere 
Beriihrung aber gibt eine Abnahme um a und die f Flachen geben der 
Winkelanderung der Tangente entsprechend einen Zuwachs um 272. 


Zur Bestimmung des Index ist durch 2 zu dividieren. Somit wird 
Sjo=etf—k=2—2. 


Fiir die Kugel ist  =0; hier besitzt also eine Kurvenschar stets 
mehr als eine Singularitat, falls nur Singularitaten der bisher betrach- 
teten Art vorkommen. Denkt man sich andererseits auf der Kugel 
das Kreisbiischel, das entsteht, wenn man sie mit einem Ebenenbiischel 
durch eine ihrer Tangenten schneidet, so ist dies eine Kurvenschar 
mit nur einem singularen Punkt. Der Index muB also 2 sein. Um das 
nachzupriifen, denken wir uns die Kugel stereographisch auf eine Ebene 


1 Punkte, in denen eine Lésung die Randkurve beriihrt und durchsetzt, 
werden nicht gezahlt, weil da der Winkel zwischen Tangentenvektor und Feld- 
vektor zwar ein Vielfaches von 7 erreicht, aber es nicht passiert. 


118 I. 4. Diskussion des Verlaufs der Integralkurven. 


so projiziert, daB wir das Kreisbiischel 
(xa ty=a' 

erhalten. Als Differentialgleichung findet man 

eH = 2x, sy ey? xe, 
Sie gehért also nicht zu den im vorigen Paragraphen untersuchten 
Fallen. Verfolgt man das Vektorfeld dieser Differentialgleichung langs 
eines Kreises um den Ursprung, so be- 
statigt man leicht, daB der Index 2 ist 
(vgl. Abb.12). Hier liegt auch im gestalt- 
lichen Verhalten der Lésungen etwas 
Neues vor. Es treten sogenannte ,,ge- 
schlossene Knotengebiete““ in dem betrach- 
teten Kreise auf. Das sind Bereiche, in 
welchen jede Lésung aus dem Ursprung 
kommend wieder im Ursprung mindet. 
Friiher kamen ,,Sattelgebiete“‘ vor. Diese 
waren von Lésungen begrenzt, die im 
Ursprung mundeten, und darin gingen 
die Lésungen alle am Ursprung vorbei. 
In allen bisher betrachteten Fallen be- 
steht zwischen dem Index 7, der Zahlk 
der geschlossenen Knotengebiete und der Zahl A der Sattelgebiete 
die Relation 


Abb. 12. 


. k—-A+2 
Wises are Ee ry 

BENDIXSON hat in der S. 79 genannten Arbeit gezeigt, daB diese plau- 

sible Relation stets dann richtig ist, wenn die Zahlen k und A endlich 

sind, und dies ist, wie er gezeigt hat, bei allen Differentialgleichungen 


F=hy), S=Rley 


der Fall, wo $8, und $8, Potenzreihen sind, die in der Umgebung des 
Ursprungs konvergieren. Z. B. ist fiir einen regularen Punkt, wo §, 
und 8, nicht beide verschwinden, k =0, A= 2. Also 7 =0. 


§ 8. Singulare Lésungen. 


1. Diskriminantenkurve. Schon gelegentlich der CLarrautschen 
Gleichung lernten wir auf S. 22 das eigentiimliche Vorkommen von sin- 
gularen Lésungen kennen. Wir machten damals die Erfahrung, daB 
durch einzelne Punkte zwei sich dort beriihrende Integralkurven gingen. 
Die singulére Lésung trat als Enveloppe der die CLarrAuTsche Glei- 
chung lésenden Geradenschar auf. Nun wollen wir, von allgemeineren 
Erwagungen aus an die singularen Lésungen herangehen. 
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Wir betrachten eine Differentialgleichung 


(1) f(xy, 9') = 0. 

/(x, y, p) sei samt seinen partiellen Ableitungen erster und zweiter 
Ordnung fiir alle in Betracht kommenden Linienelemente (x, y, p) 
eindeutig und stetig. Die in Betracht zu ziehenden. Linienelemente 
seien: (x, y) aus einem Bereich B, p beliebig. 

Um die bisher aufgestellten Satze anwendbar zu machen, muB erst 
die Auflésung nach # bewerkstelligt-werden. Dariiber gibt der bekannte 
Satz uber implizite Funktionen Aufschlu8. Er lehrt folgendes: Wenn 
man ein Wertetripel %9, yo, p) hat, das der Gleichung f(x, y, p) =0 
genugt, und wenn fiir dies Wertetripel die Ableitung 

of 
an (Xo, Yo: Po) 
nicht auch verschwindet, so gibt es in einer gewissen Umgebung von 
(%9, Vo) eine einzige wohlbestimmte eindeutige stetige Funktion 


p = F (x,y), 

die der Gleichung gentigt, und die fiir x = x9, y = yy den Wert p = fy 
annimmt, und welche stetige Ableitungen erster und zweiter Ordnung 
nach x und y besitzt. Oft werden so zu jedem Wertepaar, d.h. zu 
jedem Punkt x9, ¥g9 mehrere Werte #) und damit mehrere Funktionen 
p =F (x, y) gehéren, die der Gleichung gentigen. GewissermaBen wird 
das Feld der Linienelemente aus mehreren Schichten bestehen. Eine 
besondere Rolle mtissen nach allem aber jedenfalls die Linienelemente 
spielen, welche auch noch der Gleichung 


of of 
(2) 5p 9b) =0 
geniigen. Alle diese Linienelemente geniigen den beiden Gleichungen 
of 
(3) H(x.%.P)=0, Fh (ey) =0. 


Wir betrachten die Menge derjenigen (x, y), zu welchen p-Werte ge- 

horen, die zusammen mit den (x, y) den beiden Gleichungen (3) ge- 

niigen. Wir nennen die von diesen (x, y) gebildete Menge die Diskrimi- 

nantenkurve. Man kann sie in vielen Fallen durch Elimination von £ 

aus (3) gewirnen. Dies gelingt z. B. in der Umgebung derjenigen Linien- 
2 


elemente, fiir die ape +0 ist. Dann kann man aus der zweiten Glei- 


chung (3) # als stetige mit stetigen Ableitungen versehene Funktion 
gewinnen und in die erste Gleichung (3) eintragen. Aus ihr gewinnt 
man dann die Diskriminantenkurve als mit stetig sich andernder Tan- 
gente versehene Kurve in der Nahe derjenigen (x, y), fiir die nicht auch 


aa und a verschwinden. Die Linienelemente, die den beiden Glei- 
chungen (3) geniigen, heiBen singuldre Linienelemente. 
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2. Beispiele. Betrachten wir z. B. die Differentialgleichung 
We ee 
Ihre singuléren Linienelemente geniigen den beiden Gleichungen 
: a, 
2p=0. 
Sie sind alle der x-Achse parallel und liegen auf der Kurve x = 0. Man 
stellt weiter leicht den Verlauf der Integralkurven fest. Nur fiir positive ~ 


sind reelle Integralkurven vorhanden. Dieselben treffen die Diskrimi- 
nantenkurve senkrecht. 


Die Lésungen sind y=+#4 a +c. Den beiden Schichten 
y’ =+ 7x und y’ = — yx entsprechend gehen durch jeden Punkt 
mit positiver Abszisse x zwei Integralkurven hindurch. 

Ich betrachte weiter die Gleichung 


bat ge 

Hier geniigen die singularen Linienelemente den beiden Gleichungen 
pe y,, 
2p=0. 


Sie sind alle der x-Achse parallel, liegen aber jetzt auf der Kurve y = 0. 
Diese Kurve ist daher selbst Lésung, und die tbrigen Integralkurven 


2 
y= ae beriihren dieselbe. Wir sagen in diesem Fall, die Diskri- 


minantenkurve sei singulare Lésung. 


3. Singulare Lésungen. Wir verstehen also unter einer singularen Lisung 
eine aus lauter singuléren Linienelementen aufgebaute Lésung. Nach der 
Definition der Diskriminantenkurve kann eine singuléare Lésung nur 
aus einzelnen Bogen der Diskriminantenkurve bestehen. Denn diese 
ist der Ort der Punkte, welche singulare Linienelemente tragen. Aber 
das erste Beispiel lehrt zugleich, daB die Diskriminantenkurve ganz 
und gar nicht immer eine singulare Lésung der Differentialgleichung 
ist. Damit dies der Fall ist, miissen vielmehr noch besondere Zusatz- 
bedingungen bestehen. Diese wollen wir jetzt herleiten. Wir miissen 
ja nur feststellen, unter welchen Umstanden die Richtung der Dis- 
kriminantenkurve mit der in ihren Punkten vorgeschriebenen singu- 
laren Feldrichtung iibereinstimmt. Wenn dies langs eines Bogens der- 
selben der Fall ist, so ist dieser Bogen singulare Lésung. Um aber die 
Richtung der Diskriminantenkurve zu bestimmen, hat man ihre Glei- 
chung (3) zu differenzieren. Das liefert 
Of dy Of dp 


—.—- —0, 


dy dx ' Op dz 


\ 


Chi 
Bigs 
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Da aber langs der Diskriminantenkurve 


OT a: 
oem 
ist, so erhalt man die Bedingung 
af, at dy _ 
Ox Oy hg 


Ps d Vann : 
Soll daher das = der Diskriminantenkurve mit dem # des Feldes 


ubereinstimmen, so muB 
Of GM Olas te 
Ea ake ee 
sein. Daher erhalt man zur Bestimmung der singularen Lésungen die 
drei Gleichungen 
f(x, 9, p) = 0 


(4) SH (x, 948) =0 


55 (IP) + 52 (4,9, P)-b = 0. 


Wenn umgekehrt zu jedem Punkt einer Kurve ein Wert des Para- 
meters p gehdrt, derart daB die drei Gleichungen (4) erfiillt sind, so 
ist sie eine singulare Lésung der Differentialgleichung, falls nicht auch 
noch fiir alle ihre Punkte 
oT 

By ed PY = 0 

ist. Denn wenn man zur Bestimmung der Richtung die erste der drei 
Gleichungen (4) differenziert, so erhalt man unter Beriicksichtigung 


der zweiten ar ni ie , 
Ox Oy x 
Daher ist nach der dritten 
Of - 
em (y’ — p) = 0. 


i) 3 ee 
Hieraus ergibt sich wegen der auf “ beztiglichen Bedingung 
y =p, 

so daB fiir das y’ der durch (4) erklarten Kurve wegen der ersten Glei- 
chung (4) /(x, y, y’) =0 gilt. Sie ist also eine Lésung, und zwar eine 
singulare, wegen des Bestehens der zweiten der drei Gleichungen. Die 
drei Gleichungen (4) zusammen mit “ (x, y, b) + O legen daher die 
singularen Lésungen fest. 


4. Diskriminantenkurve und singulare Lésung. Man sieht aus den 
vielen fiir eine singulare Lésung notwendigen Bedingungen, daB im 
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allgemeinen die Diskriminantenkurve nicht singulare Lésung sein wird. 
Sie wird vielmehr im allgemeinen Ort derjenigen Stellen sein, durch 
die zwei einander beriihrende Integralkurven gehen (vgl. das erste 
Beispiel). Ubrigens kann sehr wohl auch die Diskriminantenkurve Losung 
sein, ohne aus singuléren Linienelementen zu bestehen. Sie kann mit an- 
deren Worten auch nichtsingulare Lésung sein. So ist es z. B. bei 


(ae arch tea) ee) =a 
Fir die singularen Elemente muB8 


(f2— x+y) (6-1) =0 

und 
2D (Dia lite P ee te Vaan 

sein. Elimination von # liefert als Diskriminantenkurve 

(ee 9) (ye Pel 0. 
Auf x = y sind p =0 die singularen Richtungen. Auf y = x — 1 sind 
p = 1 die singuldren Richtungen; y = x ist also Lésung, ohne singulare 
Lésung zu sein. Das kommt dadurch zustande, daB ein anderer Zweig, 
der durch f(x, y, p) =0 definierten Funktion = F(x, y) langs der 
Diskriminantenkurve deren Richtungen liefert. 


5. Singulare Lésungen und Enveloppen. Nach diesen Darlegungen 
ist es klar, daB eine jede Enveloppe einer Schar von Integralkurven, 
d. h. eine jede Kurve, die in jedem ihrer Punkte von einer Integralkurve 
berthrt wird, eine singulare Lésung ist, im Sinne der vorhin aufgestell- 
ten Definition. Denn da durch jedes ihrer Linienelemente zwei ver- 
schiedene Integralkurven gehen, mu8B der vorhin erwahnte Satz iiber 
implizite Funktionen in seiner Anwendung auf die Linienelemente der 
Enveloppe versagen?. Solche Linienelemente nannten wir aber singular. 
Die Enveloppe besteht also nur aus singularen Elementen. 

Man darf aber nicht umgekehrt schlieBen wollen, daB alle singu- 
laren Lésungen als Enveloppen einer Schar von Integralkurven auf- 
gefaBt werden kénnen. Es ist also nicht immer der Fall, daB die sin- 
gulare Lésung in ihren Punkten von anderen Integralkurven beriihrt 
wird. 


6. Beispiele. Einige Beispiele sollen die Verhaltnisse klarstellen. Ich 
betrachte die Tangenten der kubischen Parabel 


y= x8. 


Bee (a) 
1 Es sollen nur solche Linienelemente betrachtet werden, fiir die 3 i existiert. 


Ebenso mag die Méglichkeit beiseite bleiben, daB man zwar in der Umgebung 
des betreffenden Linienelementes die Gleichung f(%, y, 4’) =0 nach y’ auf- 
lésen kann, daB aber fiir die aufgeléste Gleichung y’ = f(x, y) die Lipscuitz- 
Bedingung nicht erfiillt ist. Auch so kénnte es ja kommen, daB8 mehrere Lésungen 
durch das Linienelement gehen. 
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Sie gentigen der Gleichung 
(5) 27 (y — y' x)? = 4y'8. 
Wenn man die singularen Integrale derselben sucht, so hat man noch 
die beiden Gleichungen 
(6) 54 (y — y’x)x + 12y'2?=0 
(7) — 54 (y — yx) 9’ + y' 54 (y — yx) =0 
aufzustellen. Da (7) idehtisch erfiillt ist, so hat man zur Auffindung 
der singularen Lésungen nur y’ aus (5) und (6) zu eliminieren. Das 
fiihrt auf 
108-4 y’3 x? — 144y’4= 0. 
Daher ist entweder 


Seedy 
oder 
"= 3 x%, 
Die erste Moglichkeit fihrt zu der singuléaren Lésung 
=U; 
die zweite zur Parabel 
y = x8, 


Wahrend diese als Enveloppe der die Gleichung befriedigenden Ge- 
radenschar aufzufassen ist, gibt es keinerlei Integralkurven, die die 
Gerade y =0 in ihren einzelnen Punkten beriihrten. Sie ist keine 
Enveloppe. Trotzdem besteht sie aus singularen Linienelementen. Diese 
Erscheinung tritt stets bei den Wendetangenten der Leitkurve einer 
Differentialgleichung auf, deren Lésungen durch die Tangenten dieser 
Leitkurve bestimmt sind. 
Wenn namlich ' 
n = f(é) 


die Gleichung der Leitkurve ist, so sind | 
hes NSN aS, 


die Gleichungen ihrer Tangenten. S.14 haben wir gelernt, wie man 
die Differentialgleichung einer solchen Kurvenschar bestimmt. Sie er- 
gibt sich durch Elimination von & aus den beiden Gleichungen 


vy —f(é) =7'(6 (« —4) 
~ y =f’ (6). 


Zur Bestimmung der singularen Lésungen dieser Gleichung hat 
man die &-Ableitung der ersten Gleichung Null zu setzen. Das liefert 


aber 


PNG) (x — €) = 0- 
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x—E=0 
und 
Pile) 0. 
Der erste Fall liefert die Leitkurve. Der zweite Fall fiihrt zu den Wende- 
tangenten, da ja die Wendepunkte durch /”’ (¢) =0 charakterisiert 
sind. (Zu den Wendetan- 
genten zahlen wir also alle 
Tangenten, die in hdherer 
als der ersten Ordnung die 
Kurve beriihren.) 
Warum gerade diese 
Wendetangenten mit zu den 
singularen Lésungen, also 
auch mit zu der Diskri- 
minantenkurve — gehéren, 
1aBt sich am vorigen Bei- 
spiel der Gleichung 
21 eye) aoe 
leicht erlautern, wenn man 
Aya _beachtet, daB von den 
Punkten des in Abb. 13 
schraffierten Gebietes drei Tangenten an die Parabel gehen, von den 
Punkten des nicht schraffierten Gebietes aber nur eine. Beide Gebiete 
werden naturgema8 durch die Diskriminantenkurve getrennt, denn 
das ist deren geometrische Bedeutung. 

Ich betrachte noch ein zweites Beispiel, in dem die singularen 
Lésungen nicht als En- 
veloppen auftreten. Das 
ist der Fall bei der Dif- 
ferentialgleichung 


yt = ys, 
Thre Lésungen sind 


4 
(¥ + ¢)?* 
Dazu kommt noch die 
singulare Lésung 


= 


Abb. 14, 


, ie Us 
Sie wird von keiner anderen Integralkurve im Endlichen_beriihrt, 
tritt vielmehr als gemeinsame Asymptote aller Integralkurven auf, 
die sich ihr beliebig nahe anschmiegen. Diese gehen namlich aus- 
einander durch Parallelverschiebung in Richtung der x-Achse hervor. 
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Wenn daher eine der Kurven, z.B. y= = (Abb. 14), fir « > 20 nur 
um héchstens 7}, von y =0 abweicht, so kann man sie so parallel 
verschiebén, daB eine Kurve entsteht, die schon fiir x > %q nur noch 
um y)y von y = 0 abweicht. x) kann dabei ganz beliebig gewahlt wer- 


den.. Denn 4 


I £20 — a)? 
ist die gewiinschte Kurve. 


V. Kapitel. 


Differentialgleichungen erster Ordnung 
im komplexen Gebiet. 


§ 1. Feste und bewegliche Singularitaten. 


1. Einteilung der Singularitaten. Fir z-Werte, welche einem Be- 
reich B der komplexen z-Ebene, und fir w-Werte, welche einem 
Bereich G der komplexen w-Ebene angehéren, sei f(z, w) eine ein- 
deutige, bis auf gewisse Singularitaten regulare analytische Funktion. 
B, und G, seien abgeschlossene Teilbereiche von B und G. Auf diese 
werden z und w weiterhin beschrankt. Uns wird hier allein der Fall 
beschaftigen, daB f(z, w) fiir die genannten Werte (z, w) durchweg von 
rationalem Charakter ist. Wir wollen also {(z,w) als Quotient zweier in 

fh (4, ®) 
fy he (z, w) : 
wo f,(z, w) und f,(z, w) im zugrunde gelegten Bereiche regular sind. 
Dann stellen wir uns die Aufgabe, die Lésungen der Differential- 
gleichung 


dem Bereiche regularer Funktionen annehmen. Es sei / (z, w) 


dw _ f,(z,w) 
() dz fy(e,w) 


in diesem Bereiche zu untersuchen. Solche Lésungen sind durch ihre 
Anfangsbedingungen bestimmt, und wir wissen von S.51 her fol- 
gendes: Wenn die Anfangswerte 2), %) so gewahlt sind, daB f(z, w) 
an dieser Stelle regular ist, daB also mit anderen Worten -daselbst 
der Nenner nicht verschwindet, dann gibt es genau eine in der Um- 
gebung von 2, eindeutige regulare Funktion w(z), fiir die w(zp) = Wp © 
gilt und die der Differentialgleichung gentigt. Wir wissen weiter, daB 
es auch keine andere nichtanalytische dieser Bedingung gentigende 
_ Lésung gibt, ja man kann der FuBnote? ven S. 32 sogar entnehmen, 
daB es keine weitere der Bedingung lim w(z) = wy gentigende Lésung 


z2>2 
gibt. Wir haben S. 52 auch eine Feststellung tber den Konvergenz- 


hea <M Wi A 25 | Sa, |W — My lide 


kreis gemacht: Ist 
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undist aM < b,soist die w(z) darstellende Potenzreihe in | z — z| Sa 
konvergent. : 
Die weitere Aufgabe ist nun, mit Hilfe funktionentheoretischer Me- 
thoden eine solche durch ihre Anfangsbedingungen festgelegte Losung ver- 
mittelst analytischer Fortsetzung in ihrem weiteren Verlauf zu verfolgen. 
Wo sind z. B. die Singularitaten einer solchen Lésung zu suchen ? Ich 
nehme an, bei Fortsetzung langs eines bestimmten Weges kénne man 
bis an eine Stelle z) aus B heran, nicht aber tiber dieselbe hinaus ge- 
langen. Hier sind nun zwei Falle zu unterscheiden. Entweder kon- 
vergiert bei Annaherung an die Stelle z» die Funktion w(z) einem be- 
stimmten Grenzwert zu oder nicht. Ich betrachte erst den zweitgenannten 
Fall. Es wird sich zeigen, daB er nur dann eintritt, wenn /,(z, w) =0 
ist fiir alle w. Da namlich der Nenner f,(z, w) im abgeschlossenen Be- 
reich G regular ist, so gibt es in G nur endlich viele Stellen w,, fiir die 
fe(%, @;) =O ist, falls nicht f,(%, w) = 0 ist. Man umgebe sie durch 
Kreise vom Radius 26 und konzentrische Kreise vom Radius 0, 
liber deren Kleinheit noch zu verfiigen sein wird. Dann kann man 
eine von der Kleinheit der Kreise abhangende Zahl 20 so bestimmen, 
daB fiir | z—z| <2 die Wurzeln w von f,(z, w) = 0 alle im Innern 
der Kreise vom Radius 6 liegen. Dann gibt es eine positive Zahl M 
derart, daB fiir | z — z)| S @ und fiir ein jedes nicht den Kreisen vom 
Radius 6 angehdrige w stets | f,(z,w) | > M gilt. Ich nenne D, die 
Menge: | z — z)| S20 und w aus dem AuBeren der Kreise vom Radius 6. 
Dann gibt es auch eine Zahl M, so daB in D, durchweg 
(4, &) 
fy (2, #) 
ist! Wahlt man nun die Kreise gentigend klein, so muB es beliebig nahe 
bei. z) auf dem der Fortsetzung zugrunde gelegten Wege Stellen geben, 
wo die Werte der Lésung auBerhalb oder auf der Peripherie der Kreise 
vom Radius 26 liegen. Denn sonst miiBte gegen die Annahme w(z) 
fiir z+ 2) gegen einen Grenzwert konvergieren. Nun gibt es zwei Zahlen? 
0<e,S0,0< 6,<6 derart, daB 9, < 6,M und daB man um jede 
Stelle (z,,) von D, einen Bereich: |z—z,|<o,, |w—w,| <6, 
abgrenzen kann, derart, da8 darin noch 
ty (2, w) 
fy (2, ) | = 
ist. Die Lésung der Differentialgleichung, welche an der Stelle z, den 
Wert w, annimmt, ist dann in | z — z, | S @, regular. Da somit zu jeder 
Stelle aus D, ein endlicher Konvergenzkreis gehért, dessen Radius 


<M 


1 Analog sei D, der Bereich: | z — z)| <o und w aus dem AuBern der Kreise 
vom Radius 26. D, ist ein Teilbereich von D,. 

2 Sie werden mit Riicksicht auf die Rander von S, und ret 0, < 6,M ein- 
gefiihrt. 
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stetig vom Entwicklungsmittelpunkt abhangt, so kénnen bei An- 
naherung an 2) die Konvergenzradien nicht gegen Null streben. Denn 
sie besitzen in D, ein positives Minimum. Somit ist tatsdchlich nur 
der erste der beiden aufgezahlten Falle wirklich méglich. Wenn also 
die Fortsetzung tiber 2) hinaus nicht mdglich ist, ohne daB f, (2),,w) = 0 
ist fiir alle w, so mu8 w(z) bei Annaherung an z, einem bestimmten 
Grenzwert w, zustreben. Die Betrachtung lehrt dann auBerdem, daB 
fa (2%, Wo) =O ist. Jetzt bleibt es unentschieden, ob /,(z), w) fiir alle w 
oder nur fiir einzelne w verschwindet. Nun haben wir drei Falle zu 
unterscheiden : 

Im ersten’ Falle sei f,(%), @) =0, aber f,(29,w) +0 fir w + w, 
in der Umgebung von wp, ferner /f, (2), w) +0. Wir nennen dann 
(2, Wo) eine bewegliche Singularitat. Denn der Grenzwert w,, mit dem 


wir in 2 ankommen, hangt von dem Anfangswert der untersuchten — 


Lésung ab. Es erweist sich dann also bei Fortsetzung ldngs des- 
selben Weges eine andere Lésung unter Umstanden in z, als nicht sin- 
gular, falls sie namlich fiir z— z,) einen von wy, verschiedenen Grenz- 
wert hat. Im zweiten Falle sei f,(%), w) = 0 fiir alle w. Dann sagen wir, : 
es liege an der Stelle z) eine feste Singularitat vor. Denn nun wird fir 
jede Lésung bei Annaherung an z, der Nenner /,(z, w) Null. Hier werde 
nicht besonders unterschieden, ob /,(Z), w) fiir kein w oder fiir einzelne 
w verschwindet. Ein Fall, in dem /,(z), w) und f,(z, w) identisch in w 
verschwinden, verdient keine Beachtung, weil er durch Wegheben 
einer Potenz von z — z, aus Zahler und Nenner beseitigt werden kann. 
Der dritte noch zu unterscheidende Fall ist der, daB auBer f,(z), wo) =0 
auch f; (Zp, @) = 0 ist. Wieder sei f.(z9, w) + 0 fiir w == wy in einer 
gewissen Umgebung von w,. Wir nennen solche Stellen (29, wo) sin- 
gulare Stellen dritter Art. 

Der erste der eben aufgezahlten Falle werde naher betrachtet. In 
diesem Falle, wo zwar f,(Z), Wo) =0 ist, in der Umgebung von w, 
aber f, (zp, w) nicht weiter verschwindet, und wo /, (2, W) + 0 ist, ist 
in der Differentialgleichung 

dz f. (Zz, w) 

(2) dw f,(z,w)’ 

welcher die Umkehrungsfunktion geniigt, die rechte Seite in der Um- 
gebung von 2, W, regular. Die rechte Seite verschwindet zwar fiir 
Zq, Wo, aber sie verschwindet nicht fiir z) und beliebiges w. Daher 
kommen in der Entwicklung der rechten Seite Glieder vor, die von 
z—2Z, unabhangig sind. Dann lift sich diejenige Losung, welche fir 
w = We den Wert 2, besitzt, in eine um w = wy konvergente Potenzrethe 
entwickeln: 


(3) z= % Ae Cm 41 ( ae W_)™tt heescisty te 


wo m eine passende positive ganze Zahl ist. 
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Denn sei 
(4) = = Am (W — Wy)™ B, (w — W) 4- (z — %o) PR, (2 —%,W — Wp); 


wo §, und $8, Potenzreihen bedeuten, die in der Umgebung von w = Wo 
bzw. z = 2%, =w, konvergieren, und wo a, += 0, %,(0) +0 sei. 
Dann mache man nach S. 53 den Ansatz 


Z=%+C,(w—wW)+-:: 


Dann ist 
2 es 
i oe RL \dw* (w=) 
Man sieht aber aus (4) sofort, daB daher cy =c, =... —=Cm =O, 
Cr 41 4 O ist. 


Die Umkehrung der Reihe (3) lehrt, da8 w in der Umgebung von 2 
1 


nach Potenzen von (z — z)™*1 entwickelt werden kann. Es liegt also 
fiir die Lésung ein m ++ 1-blattriger algebraischer Verzweigungspunkt vor. 
DaB dieser Verzweigungspunkt auftrat, ist aber durchaus dadurch be- 
' dingt, daB wir gerade die Lésung betrachteten, die fiir z > z) gegen wp 
strebte. Denn verlangen wir diejenige Lésung von (4), welche fiir 
w =w, den Wert z annimmt, so finden wir fiir dieselbe eine Reihe 


t= i+ %(w—w) +--+, 
in der jetzt der Koeffizient «, der ersten Potenz nicht verschwindet, 
falls nur w, hinreichend nahe bei w, liegt, namlich so nahe, daB 


fe (Zo, #1) += 0 


ist. Dann wird aber 
1 
Time agg le 8D) eae 


in der Umgebung von 2, regular. So erklart sich die nicht ganz treffende 
Bezeichnung ,,bewegliche“ oder auch ,,verschiebbare“ Singularitat. 

Alle beweglichen Singularitaten sind algebraische Verzweigungs- 
punkte. 

Im zwetten der drei Falle, wo f,(z),w) =O ist fir alle w, wiirde 
die gleiche Uberlegung nur zu der Lésung z = 2 fiihren, mit der wir 
fir unseren Zweck weiter nichts anfangen kénnen. Bei Annaherung 
an eine derartige Singularitat zweiter Art kann nun tatsichlich die 
Lésung w(z) unbestimmt werden. So sind ja z. B. die Lésungen von 


dw w 
dz 2 
ee 
durch w=Ce * gegeben. Sie werden fiir C +0 bei Annadherung an 
z=0 langs der imaginaéren Achse tatsachlich unbestimmt, d.h. sie 
streben keinem Grenzwert zu. Hier sprechen wir von einer festen Sin- 


gularitat. 
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Eine groBe Menge von Untersuchungen befa8t sich damit, bei 
gegebener Differentialgleichung die Natur. der Lésungen in der Nahe 
einer solchen festen singuldren Stelle z) zu untersuchen. Brior und 
Bouguet haben die Untersuchungen begonnen, PICARD, POINCARE, 
Dutac, BENDIxson, Horn und neuerdings Matmguist haben sie ge- 
fordert. Ich verweise wegen alles Weiteren auf eine Arbeit von MAtm- 
QUIST im Arkiv for matematik, astronomi och fysik, Bd.15, wo auch die 
Literatur erwahnt ist. Hier sei nur so viel gesagt: Den Ausgangspunkt 
der Untersuchung bildet immer ein Zweig der Lisung, welcher einem 
bestimmten Grenzwert w, zustrebt, wenn sich z auf einem passenden 
Wege der singularen Stelle nahert. Dieser Wert wy erfiillt aber dann 
immer mit z) zusammen /, (z9, W) =0. Dies folgt sofort aus der schon 
mehrfach angestellten Uberlegung, welche an (2) ankniipft. Diese 
Gleichung ware ja sonst in der Umgebung von zp , w) regular. Aber 
ihre einzige Lésung, welche fiir w—> wy gegen 2 strebt, ist z = 2%), das 
aber nicht Umkehrung der jetzt zu betrachtenden Lésung sein kann. 
Hier reihen sich die singulaéren Stellen der dritten Art an, welche wir 
im reellen Gebiet schon ausfiihrlich untersucht haben. 

Wir haben bei diesen Betrachtungen endliche z) und wy angenommen. 
Aber man weiB aus der Funktionentheorie, wie man durch die Sub- 


Sec 1 : : 
stitutionen —— = § oder a =» dem Unendlichfernen beikommt. 


2. Differentialgleichungen mit lauter festen Singularitéten. In diesem 
Paragraphen mochte ich nur noch die Frage behandeln, 0b es Differen- 
tialgleichungen mit lauter festen singuléren Stellen gibt, und wodurch. 
diese, von beweglichen Verzweigungspunkten threr Lésungen freien, Dif- 
ferentialgleichungen charakterisiert sind. Wir beschranken uns dabei von 
vornherein auf Differentialgleichungen (1), in welchen die rechte Seite 
rational ist. Zahler und Nenner sollen ganze rationale teilerfremde 
Funktionen sein. Die festen singularen Stellen sind diejenigen Stellen 
Zq, fiir welche der Nenner fiir alle w verschwindet. Dazu kommt even- 


tuell noch der unendlich ferne Punkt, wenn der Ubergang Zu 2 = - die 
Stelle 3 = zu den festen Singularitaten iiberfiihrt. Die Substitution 


P == aber fiihrt die Differentialgleichung (1) in 


(3) : eeu 
3 


iiber. Und hier kann man alle gewiinschten Feststellungen leicht ma- 
chen. AuBerhalb dieser festen Singularitaten besitzt ein jedes Integral 
nach unseren Uberlegungen allenfalls noch Pole. 
Soll nun eine Differentialgleichung (1) der angegebenen Art nur 
feste Singularitaten nichtrationalen Charakters besitzen, so mu8 der 
BrzpersBacu, Differentialgleichungen. 3. Aufl. 9 
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Nenner der rechten Seite fiir jedes 2), fiir das er tiberhaupt verschwindet, 
identisch in w verschwinden. Er ist daher ein Produkt einer Funktion von 
zallein und einer Funktion von w allein. Beide Faktoren sind Polynome. 
Richtet man die Aufmerksamkeit auf diejenigen z, fiir die der erste 
Faktor nicht verschwindet, so erkennt man, daB im Nenner das w 
gar nicht vorkommt. Die Differentialgleichung mu8 daher von der 
Form 

dw 

2% = (2, w) 
sein, wo p(z,w) ein Polynom in w ist mit Koeffizienten, die rational 
von z abhangen. Damit sind bewegliche Singularitaten ausgeschlossen, 
in welchen w endlich bleibt. Nun miissen noch diejenigen ausgeschlossen 
werden, in welchen w unendlich wird. Daher mache ich die Substitution 


w= « . Damit geht die Differentialgleichung (1) in 


dtp 1 

(4) pat 10? 9(z, = 
liber. Nun mu8 wieder der: Nenner von t unabhangig sein (nachdem 
man etwaige gemeinsame Faktoren von Zahler und Nenner entfernt 
hat). Daher kann (z,w) in w héchstens vom zweiten Grade sein. 
Damit haben wir den Satz: 

Die einzigen rationalen Differentialgleichungen, deren Lésungen keine 
beweglichen algebraischen Verzweigungspunkte besitzen, sind die vom 
RiccatTischen Typus 


dw 
(5) oe = Ag(2) + Ay (2) w + Ag(2) w?. 
8. Bemerkung. Auch fiir die allgemeineren Differentialgleichungen . 
Hy 9) =90, 


wo {(¥, y, y’) ein Polynom in #, y, y’ ist, wurde durch Fucus und Poincart das 
Problem gelést, alle Differentialgleichungen mit nur festen Verzweigungspunkten 
zu bestimmen. Das Ergebnis ist dieses: Das allgemeine Integral ist entweder 
eine algebraische Funktion, oder aber man kann die Differentialgleichung durch 
eine algebraische Substitution entweder auf eine Riccatische oder auf die Diffe- 
rentialgleichung 


y’ = g(x) ¥(L — y?)(1 — Ay?) 
transformieren. 

4. Analogon des Picarpschen Satzes. Aus unseren bisherigen Er- 
gebnissen ergibt sich leicht ein dem PicarpDschen Satz fiir ganze transzen- 
dente Funktionen entsprechender Satz fiir die Lésungen unserer Dif- 
ferentialgleichungen. Er lautet: In der Differentialgleichung 


ee) 


sei die rechte Seite eine rationale Funktion. w(z) set ein Integral der- 
selben, welches eine unendlich vieldeutige Umkehrungsfunktion 2z(w) be- 


§1. Feste und bewegliche Singularitaten. 131 


sitat. Dann gibt es nur endlich viele Ausnahmewerte W, ftir welche die 
Gleichung w(z) = W nur endlich viele Lésungen besitzt. 
Zum Beweise betrachtet man die Differentialgleichung 


dz iW 


dw f(z, w)? 

welcher die Umkehrungsfunktion unseres Integrals geniigt. Feste Sin- 
gularitaten und Singularitéten dritter Art derselben sind nur in end- 
licher Zahl vorhanden. Wir betrachten eine Stelle W, welche nicht 
zu diesen Singularitaten gehért. An dieser Stelle nimmt die Funk- 
tion z(w) Werte an, unter denen, wie ich zeigen will, unendlich viele 
verschiedene vorkommen. Es ist namlich jeder Zweig unserer Funk- 
tion an der Stelle W von algebraischem Charakter. Ein jeder Zweig 
aber ist durch seinen bei W angenommenen Wert festgelegt. Da aber 
die Funktion nach Voraussetzung unendlich vieldeutig ist, und da 
jeder ihrer Zweige auf jedem, die angegebenen Singularitaten vermei- 
denden Weg bis nach W fortgesetzt werden kann, nimmt die Funk- 
tion z(w) an der Stelle W unendlich viele verschiedene Werte an. Darin 
liegt der Beweis unseres Satzes. 


5. Endlich vieldeutige Integrale. Der Satz in 2. legt die Frage nach 
den endlich vieldeutigen Integralen der Differentialgleichung (1) nahe. 
Es wurde schon bewiesen, da die einzigen rationalen Differentialglei- 
chungen ohne verschiebbare algebraische Verzweigungen die RIccaTI- 
schen sind. Daher sind jedenfalls auch die Differentialgleichungen, 
welche nur eindeutige Integrale besitzen, bei welchen also tiberhaupt 
keine, also auch keine verschiebbaren Verzweigungen vorkommen, 
unter den RiccaTischen zu suchen. Die Bedingungen dafir, daB eine 
Riccatische Gleichung nur eindeutige Integrale besitzt, sind noch un- 
bekannt?!. Fir andere Differentialgleichungen hat aber MALMQuIST den 
folgenden schénen Satz bewiesen?: 

Wenn die rationale Differentialgleichung a = f(z, w) keine RICCATI- 
sche ist, so ist jedes eindeutige Integral derselben eine rationale Funktion. 

MatmoguisT hat in der gleichen Arbeit einen analogen Satz iber 
rationale Differentialgleichungen mit endlich vieldeutigen Integralen 
bewiesen. Er ist auch damit iiber den Inhalt der Vermutungen und 
Beweisversuche PAINLEVEs, dem man die Fragestellung verdankt, 
hinausgegangen. Dieser weitergehende Satz lautet: 


- : d 3 : 
Wenn eine rationale Differentialgleichung = = f(z, w) ein endlich 
vieldeutiges Integral besitzt, so ist dasselbe entweder eine algebratsche 


1 Der auf S. 156 gegebenen Darstellung ihrer Koeffizienten durch drei Inte- 
grale von (1) S.25 kann man eine Antwort auf diese Frage entnehmen, die aber 
nicht voll befriedigt. 


2 Acta mathematica Bd. 36. 
g* 
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Funktion, oder aber man kann die Differentialgleichung durch eine Sub- 
stitution der Form 
wn + gy. wr? + +++ + ky 
= gett Bw? t+ Ba 


in eine Riccatische Gleichung 


dio 
7 emi es + a, 1? 
iiberfiihren. In dieser sowohl wie in der Substitution sind dabei alle Koeffi- 
zienten rationale Funktionen von z. 
Wegen der Beweise dieser Satze sei auf die Originalarbeit von 


MALMQUIST verwiesen. 


6. Ein Satz von Hermite. Von HERMITE rihrt der folgende Satz her, 
den er in seinem Cours d’analyse angibt und fiir den auch in PICARDS 
Traité d’analyse ein Beweis zu finden ist (Bd. 3, S. 62). Wenn f (2, 2s) 
ein Polynom ist, so ist das allgemeine Integral der Gleichung f (w, w’) =0 
nur dann eindeutig, wenn die algebraische Kurve {(2,, %) =9 vom Ge- 
schlecht 0 oder 1 ist. — 


§ 2. Die Differentialgleichungen ee 


in der Umgebung von z=w=0. 


Wir wollen wie im reellen Gebiet auf S. 98 annehmen, daB die Po- 
tenzreihen $8, und §, in einer gewissen Umgebung von z = w =0 
fur alle komplexen z und w konvergieren, und keine Glieder von niedri- 
gerer als der zweiten Ordnung enthalten. Wir wollen das Verhalten der 
Integrale in der Nahe von z =w=0O im komplexen Gebiet unter- 
suchen und so in dieser Richtung unsere im reellen Gebiet gewonnenen 
Ergebnisse erweitern. Wir beschranken uns. dabei — weiter reichen 
die zu entwickelnden Methoden noch nicht — auf den Fall, wo man 
durch eine lineare Transformation der z und w erreichen kann, daB 
C = B =0 ist. Wir nehmen ferner statt der Differentialgleichung der 
Uberschrift wieder das System 


d 
(1) 7h = Ay hy Bi (%1.%2) = Py (x1, %2), Apa 
1 

d 

3 = Ay % + Bo (x1, %2) = Pa (x, %.), A, £0 


vor. Die von PoINncars erdachte, von LINDELOF verallgemeinerte Me- 
thode beruht darauf, daB man die Schar der Lésungskurven in der 
Form 


(2) u(%,, %9) = const 


ee _, aw  Cz+Dw+ §, (2, w) . ee anes 
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geschrieben denkt. Dann ist u eine Lésung der linearen partiellen Dif- 
ferentialgleichung 


Ou Ou 


und umgekehrt liefert jede (3) geniigende Funktion « vermége (2) 
Lésungskurven von (1). Es handelt sich also darum, diejenigen Inte- 
grale « von (3) zu untersuchen, welche im Ursprung verschwinden. 
Die Untersuchung soll fiir den Fall geleistet werden, daB A, und A, bei 
ihrer Deutung als Punkte in der komplexen A-Ebene beide auf derselben 
Seite (nicht auf) einer passend gewahlten Geraden durch den Ursprung 
der }-Ebene legen. Die Voraussetzung ist durch die anzuwendende 
Methode bedingt. Der Grundgedanke ist dieser. Man betrachtet an Stelle 
von (3) zunachst die beiden anderen Differentialgleichungen 


Ou 

(4) Paz, =f: Prxe =A, 
Ou Ou 

(5) Pi5g, + Pa Gy, = Aa: 


Hat man.dann ein Integral u, von (4) und ein Integral u, von (5) ge- 
funden, so ist 


uit 
ein Integral von (8). 
Denn multipliziert man (4) mit 
x 1 fies 
yacone 
so sieht man, daB 
ae 
= us 
der Differentialgleichung 
oU 0U 
(7) Pitz. + P, gee. 
geniigt. Ebenso findet man fur 
le 
Uo 4s 
aU, QU, 
(8) i oe Pee 


Multipliziert man dann (7) mit U, und (8) mit U, und subtrahiert 
man beides voneinander, so sieht man, da8 fiir (6) die Gleichung (3) 
gilt. 
Wir schreiten zur Durchfiihrung des Ansatzes. Wir suchen Inte- 
grale-von (4) und (5) nach der Methode der unbestimmten Koeffizienten 
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zu bestimmen. Setzen wir also z. B. in (4) an 


foe) 
(9) Uy Te x4 Si =>) Coe. x xe, 
y+7,=2 
so erhalt man 


Ou Ou Vs 
(10) A xy Oe, + A» No ane EP ar Ge “nD gece! 1 1% L 
Hier ist 


(10’) , SR no MK = By oa si bonis 


m+, =2 


oe 


wo das u, von (9) einzusetzen ist. 

Hier bedeuten die R,,,, ganze rationale Funktionen derjenigen 
Cu uy fiir die py + fy < % + %, ist, und der Koeffizienten von $, und 
§%,. Die Methode der unbestimmten Koeffizienten lehrt also, wenn man 


auch auf der linken Seite von (10) das (9) eintragt 
(11) (Ay 7 + Ay %2 — Ay) Cr», = Rryr, (%) + %_ = 2). 


Hieraus kann man rekurrent die C, , bestimmen, wofern niemals 


Ay; -- Ay Vo —A, Saree 0 
wird. In diesem Falle wird die Bestimmung unméglich, weil die rechte 
Seite R,,,, ja nicht gleichzeitig zu verschwinden braucht. Wir wollen 
daher nach LINDELOF statt (4) die Differentialgleichung 


Ou, Ou 


(12) Pigs, + Page, = hat? 


betrachten, wo 
YP Pp =, Priv, xt xy 
Mmw+wy=2 . ; 

eine noch passend zu bestimmende Funktion bedeutet. Machen wir 
n (12) wieder den Ansatz (9), so erhalten wir statt (10) 


ax, t 42% 9 


(13) A, ay aa aot A, Uy = ey, ik, Ve =e Dyes) aga xe? 


und statt (11) kommt 
(14) (A, % + Ay ¥2 — Ay) Cre = Ror, + Priv, (% + v2 = 2). 


Nunmehr kann man stets dann, wenn 
; Ay + Agr, —A, =0 
wird, 
Py, Pa BS R,, Ve 

setzen und so erreichen, da8 man (14) erfiillen kann. C,,,. freilich 
bleibt willkiirlich. Wir wollen dann stets C,,,, = 0 setzen. 

Bevor wir die Konvergenz der so zu Gdended Reihen untersuchen, 
wollen wir uns die so zu erreichenden Ergebnisse etwas naher ver- 


Pe Ore Gleych oe Det Ba (t, &) 
dz Az+Bw+ ff, (2, w) 
gegenwartigen. Da A, und A, nach Voraussetzung dem Inneren einer 


Halbebene angehéren, deren Rand durch den Ursprung geht, so kann 
es keine Relation 
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Pidy + doh, =0, 
geben, in der #, und #, beide nichtnegativ sind. Besteht also eine 
Relation », 4, + 724, —A, =0, in der », und », nichtnegativ sind und 
v, + 7, = 2 ist, so muB », = 0 sein. Dann ist also 
(15) Ay = V2, (v2 = 2) 
und man sieht, daB es nicht mehr als eine einzige Relation 
VA, -- Vo Ay —A, = 0 


gibt und daB diese die Form (15) hat. 
Stellen wir die gleichen Betrachtungen bei (5) an, so werden wir 


auf Relationen 
Ay vy + Ag Vg = dg (vy + = 2) 


gefilhrt und sehen, da8 es nicht mehr als eine geben kann und daB diese 
dann notwendig von der Form 


(16) A, =A, (= 2) 
ist. Vergleicht man (15) und (16), so sieht man, daB man hochstens bei 
einer der beiden Gleichungen (4) oder (5) auf eine Relation (15) oder 
(16) stoBen kann. Nehmen wir an, bei (12) kame keine solche Relation 
vor, so kénnen wir hier yg = 0 nehmen und erhalten durch unsere 
Uberlegung — sowie die Konvergenz bewiesen ist — eine Lésung u, 
-von (4). StoBen wir auch bei (5) auf keine Relation, so kénnen wir auch 
dort g = 0 nehmen und finden ein Integral von (5), kommt aber eine 
Relation (16) vor, so k6nnen wir 
p=Kuy 
nehmen und dann K so bestimmen, da8 die zu (14) analogen Gleichungen 


(Ay Vy + Ag IAS Se Ay) C,, Ahi R,,», “i Pri, 


stets lésbar sind. Dazu geniigt es, wenn 


(17) Ay = by (u = 2 ganzzahlig) 
die Relation ist, Ryo + K=0 
zu nehmen, also py = — R,, ui zu setzen. 


In dem Falle, wo'eine Relation (17) besteht, ist uw, = uf eine Liésung. 
von (5), wenn #, eine Lésung von (4) ist. Man setze nur 1, in (4) ein . 
und multipliziere mit /-?. 

Aus 
Out 


2 Ox, = A, ui 


Our 
Pian, +P 
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und 


aber folgt, daB 

(18) uU = Uli — Uy 

der Gleichung (3) geniigt. In dem Falle, wo man weder bei (4) noch bei 
(5) auf eine Relation st6Bt, ist 


(19) w= 


eine Lésung von (3). Daher werden die Lésungen von (1) entweder 
durch 


1 a 
us —Cub =0 

oder durch 
. ul — Uy = C 
in einer gentigend kleinen Umgebung von x, = x, =0 dargestellt. 

Alles kommt also nun schlieBlich auf den Nachweis an, daB die 
Reihen, auf die wir gefiihrt wurden, in einer gewissen Umgebung von 
% = %_, =0 gleichmaBig konvergieren. 

Ich gebe zunachst noch einmal den zu beweisenden Konvergenz- 
satz an. 

Es werden Zahlen C,,,, rekurrent aus den Gleichungen 


(20) (A, V4 = hg UB) Ay) C,, 95 ae R,, Vo a Priv, (v4 “te Ve = 2) 


bestimmt. Dabei sind die R,,,, bekannte ganze rationale Funktionen 
der C,,,,, und py + My <% +% und D'9,,,, x71 x3? ist eine in der 
Umgebung von x,=%,=0 gleichmaBig konvergente Reihe, itiber 
deren Bestimmung vorhin das Nahere gesagt wurde. k ist 1 oder 2 
Es gibt eine oder keine Wahl der »,, »,, so daB 


Ay — AoVo = An = 0 


ist. Wird das aber Null, so wird auch die rechte Seite von (20) Null 
und wir setzen C,,,, = 0. Zu zeigen ist, daB 


foe} 
XK oa Dy Cae AA oe 
| +7, =2 


in der Umgebung von x, = x, = 0 gleichmaBig Kortyersiert 
Besteht keine Relation 


MA, + Vos — Ais a= 0, 
so gibt es eine Zahl e > 0, so daB 


VA, + Mg — Ay 


(21) 14+%—1 


>ée>o0 


ie tit Gleiche ee eh Bel, &) 
dz Az+Bw+, (2, w) 


fiir v, +, = 2. Schreibt man namlich diesen Ausdruck in der Form 
Ay Vy + Vo Ag a Ae 
z+ %s y+ %, 


Ves 
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M+ Ms 

so sieht man, daB der Punkt « der komplexen Ebene fiir wachsende 
¥, + 2 sich unbegrenzt einem Punkt der Strecke ndhert, die A, mit A, 
verbindet, und die also der eingangs genannten Halbebene angehort. 
Da aber der Zahler nie verschwindet, so folgt daraus die Existenz von ¢. 


Besteht aber eine Relation 
VA, + 224, — A, = 0, 
bei der », + v2 = wu ist, so gilt (21) fiir alle», +», >. 

Zum Konvergenzbeweis bedienen wir uns der sogenannten Ma- 
jorantenmethode, indem wir die C,,, mit gewissen Zahlen C},, 
vergleichen, die wir jetzt erklaren wollen. Wir betrachten die Funk- 
tionen Pf und Pj, die aus P, und P, dadurch hervorgehen, da8 man 
jeden Koeffizienten durch seinen absoluten Betrag ersetzt. Die R>.,, 
seien aus den C7,,, und den Koeffizienten der Pf und P3 ebenso 
gebildet, wie R,,,, aus den C,,,, und den Koeffizienten der P, und 
P,. Fir », + », Sw setze man 

Coin, = |C,,», | 


und fiir », + », > bestimme man die C>,,, rekurrent aus 


(22) E(v4 =f Vo a 1) Coa = Mea ae | Pr, Y 
Dann ist 
Co S | Creu | 
Wir betrachten dann die Reihe 
Fe x, + SCH, xan, 
wy +%,=2 
setzen $*, > fiir die Potenzreihen mit Koeffizienten, die absolute 
Betrage der Koeffizienten von $, und §, sind, und haben dann analog 
zu (10’) die formal richtige Gleichung 


(23) Big, + Bay, To Pn et 


Formal richtig, d. h. die Koeffizienten gleicher x{:%}* auf beiden Seiten 
stimmen iiberein. Die Relation (22) ist,die Grundlage der Konvergenz- 
betrachtungen. Es mégen $, und §, sowie o fiir | x,|S7, |*%,|S7 
absolut konvergieren. Dann sei 0S¢S7 eine reelle* Variable. Ich 


schreibe 


- e 
* 
oes =X am Ps, Chins a sa 
ys = 2. 
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setze darin *, = %, =? und untersuche 
Peat oho meite SG, ye 


w+ = oe+l1 
Wegen (22) ist fiir o>pundy,+7=e+1 
OSS) Oy ey Re ae Oriya (4, + ¥% =e +1). 


Nach (23) aber ist fiir ean Hy, Xe 


RE, wets = [B85 oe = te Palenlt on a8 rte 


%+%,=e+1 


<eri + er x 


Also wird insbesondere fiir x, = i =7 


No 
Behe Sy) Rin 5 [Br 2 ate a oO a 
Pur Ys = 0 


Nunysei gti yan 14 ee, 
| Br] << M,| Br] <M, Fe = M, 


Dann findet man durch Differenzieren, weil alle Koeffizienten von Fo 
positiv sind 


Ore @ Moe 
ee =%=7 y age UE 
Dann ist 
Gay 2M-Mo-e 
Rian < e+1 
m+%=o+1 " ar 
Daher wird 
ie 2M Mo @ 
m4+%,=e+1 rere 2 "Qe 


wenn unter ® eine geeignete positive Zahl verstanden wird. 
So wird 


shal 
0 <= Poza = Fe < (=}" Mp, 
wo 


gesetzt ist und 0 <¢ <, ist. Fir t =r folgt 


Mosi< M,(1 + @,). 
Weiter wird 


' t\e+2 ee 
0S Fits —Fiii<(;)’ Me +141 < gsi(l + %)M,(—)* ; 
Fur ¢ = 7 wird 

My +2 < (1 + @,)(1 + 941) My. 


” (flex, bedeutet die Glieder (@ + 1)-ter Ordnung von /. 


Die Diff-Gleich, @ FTP wt Bs (¢, ») 
dz Az+Bw4+;, (z, w) 


Allgemein wird 
O<Fiinti—Flia </( Mot h+i(L+ Wpyz)<-. (1 + @) 
Mo+h+1< (1+ @e)(1 + @g41)-++* (1+ ©4441) Mo. 

Also sind fiir x, = x, =¢ die Glieder der Reihe 
FE + (Piya — FP)... 
kleiner als die Glieder der Reihe 
t\e+1 
M,(1+,(—)° + (L + @,) +1 ( 


Der Quotient zweier aufeinanderfolgender Glieder ist 
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t\e+tkt+1 
a) 


t 
Y 


Neues (0<t<n. 


Mo+k+1 ¢ 
l+o ee 
(1 + @@ +2) Ootk * 


Fir k — oo aber konvergiert w, +, gegen oe Daher konvergiert unsere 
Reihe, sobald 


ist. Die Reihe 
Lee] 
Xt =F Py Cyn, ¥4! Xe? 
2 


konvergiert also absolut und gleichmaBig, solange 


Y Y 
ial <a 42] <a 


VE YE 
bleiben. 
Man kann diese Betrachtungen auch auf Systeme ausdehnen. Man 
vel. dazu LInDELOF!. Wir haben uns im vorstehenden im wesentlichen 
an diese Arbeit angeschlossen. 


1 Sur la forme des intégrales des équations differentielles au voisinage des 
points singuliers. Acta soc. Sc. Fenn. Bd. 22. 1897. 


Zweiter Abschnitt. 


Gewohnliche Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung. 


I. Kapitel. 


Die Existenz der Lésungen. 


§ 1. Die Methode der sukzessiven Approximationen. 
Schon S.36 wurde gezeigt, wie man die Differentialgleichung 


(1) va =f (x, ¥, y') 
als System schreiben kann. Setzt man y’ =z, so ist (1) Aquivalent 
mit dem System 
ye 

(2) z =f (x,y, 2). 
Der S. 34/35 angefiihrte Existenzsatz liefert dann in Anwendung 
auf (2) folgenden Existenzsatz fiir (1) 

In einem Bereich B: |x — %)| <a, |y—| < 6, |z-—%| < c set 
f(x, y, 2) eine stetige Funktion. Es gebe ein M, so daB in B 


(3) | f(%, Ya» 21) —f(%, Vos %e|< M {| — yo| + (% — %)}- 
Ferner sei+ in B 
(4) f(x, ¥,2)|<M,b>aM. 


Dann gibt es genau eine samt threr ersten Ableitung in |x — x)|<a 
stetige Funktion y(x), fir die 

¥(%o) = Yo. Y (%0) = Yo 
ast. 

Man kann geometrisch den Sachverhalt auch so aussprechen: Ein 
gewisser Bereich der x-y-Ebene ist vorgelegt; jedem Punkt sind ge- 
wisse zulassige Tangenten zugeordnet. Das Wertetripel x,y, y’, wo 
x,y eimem Bereichpunkt, y’ einer zulassigen Tangente in diesem 


1 Die Annahme (3) entfallt wieder, wenn B so erklart ist:|* — +x)|<a, y 
und z beliebig. Dies trifft also z. B. fir alle linearen Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung zu. 
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Punkt zugehGren, werde als Koordinatentripel eines Punktes des drei- 
dimensionalen Bereiches aufgefaBt. Diese Punkte machen einen Be- 


reich aus, in dem /(x, y, y’) eindeutig und stetig erklart ist und stetige 
: 7) te) ‘ 
Ableitungen st, io besitzt. Dann geht durch jeden Bereichpunkt der 
x-y-Ebene in jeder zuldssigen Richtung genau eine Lésung. 
Auch die friiher bewiesenen Satze iiber die stetige Abhangigkeit 
der Lésungen von den Anfangsbedingungen und vom Parameter lassen 
sich ohne weiteres tbertragen. 


§ 2. Geometrische Veranschaulichung. 


Ahnlich wie Differentialgleichungen erster Ordnung kann man 
auch Differentialgleichungen zweiter Ordnung geometrisch veranschau- 
lichen. Jeder Gleichung zweiter Ordnung entspricht ein Kriimmungs- 
feld. Denn die Gleichung ordnet jedem Linienelement x,y,’ den 
Wert f(x, y, y’) fiir die zweite Ableitung y’’ zu. Dadurch ist aber der 
Kriimmungskreis der Integralkurve bestimmt. Die Differentialgeometrie 
lehrt ja, daB 


ipa 723 
r=! me 
Lael? 
Eé=x— yl vf 
1+ y/ 
n=y+—Gr 


den Kriimmungsradius und den Kriimmungsmittelpunkt festlegen. Man 
kann sich hiernach naherungsweise die Konstruktion einer Integralkurve 
so denken: Man fixiere zundchst das Anfangselement, also Anfangs- 
. punkt und Anfangsrichtung. Alsdann bestimme man den zugehérigen 
Kriimmungskreis und gehe auf demselben ein Stiick weiter. Man halte 
an und bestimme zu der letzten Kreisrichtung den neuen zugehdérigen 
Kriimmungskreis und gehe auf diesem ein Stiick weiter usw. 

Man hat also nun nicht mehr nur eine Anfangsbedingung nétig, um 
eine Lésung festzulegen, sondern deren zwei. Es geniigt nicht, den 
Anfangspunkt zu kennen, es mu8 auch die Anfangsrichtung in diesem 
Punkt gegeben sein, um die Lésung festzulegen. Die Lésungen bilden 
also eine zweiparametrige Schar von Kurven. Als Parameter kénnen 
die zu einer bestimmten Abszisse x gehdrigen Ordinaten und ersten 
Ableitungen angesehen werden. 

Man iiberzeugt sich leicht, daB auch umgekehrt jede zweipara- 
- metrige Kurvenschar unter den notigen Differenzierbarkeitsbedingungen 
als Lésungsschar einer Differentialgleichung 2. Ordnung aufgefaBt wer- 
den kann. Denn aus der Schargleichung 


p (x,y, a,b) =90 
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und den abgeleiteten Gleichungen 
Pat Puy =9, 
Peet 2 Pay + Pry? + Py” =0 
wird man im allgemeinen a und 0 eliminieren kénnen und dadurch 
eine Differentialgleichung 2. Ordnung erhalten. 

Eine hiibsche Bemerkung ist es, da8 man die vorhin gegebene 
geometrische Deutung manchmal zur vollen Integration einer Diffe- 
rentialgleichung ausbeuten kann. Ich will das am Beispiel 
(l Ie) Coe) 

#3 92 
kurz darlegen. Man findet fiir den zum Linienelement %, Yo, Yo &e- 
horigen Kriimmungsmittelpunkt die Koordinaten 


Wr 9 


sa (*§ — V8) ¥o — 2% V0 


2(%o V5 — Vo) 2 
na his set anise OAKS 
{es 2(%9¥5 — Vo) 


Fiir variables yj, hat man hier bei festem x9, yy den Ort der Kriimmungs- 
mittelpunkte aller zum Punkt % 9, yp gehorigen Linienelemente. Es ist 
die gerade Linie 

2§%9 + 2NY = H+ H- 


Sie ist die Mittelsenkrechte der Strecke vom Ursprung nach dem Punkt 
%9, Yq. Daher sind die Kriimmungskreise die Kreise durch den Ur- 
sprung und durch %9, y9. Da fiir jedes Linienelement eines solchen 
Kreises die gleiche Konstruktion gilt, so besteht er aus lauter Kriim- 
mungselementen der Differentialgleichung, und daher ist jeder dieser 
Kreise eine Integralkurve. So erkennt man, daB die Integralkurven 
aus der Gesamtheit der Kreise durch den Ursprung bestehen. Ihre 
Gleichung ist 
(a) VS OES aes 

Man verifiziert leicht nachtraglich durch Rechnung die pease 
dieses Resultates. 

Nun zu den Systemen von zwei Glachuncen mit zwei unbekannten 
_ Funktionen. Seien also die rechten Seiten des Systems 


dy dz 
Ge TPA 9 ae VG) 


in einem Bereich eindeutig, stetig und stetig differenzierbar erklart. 
Jedem Punkt ist dann eine Gerade zugeordnet und die Integrale sind 
geometrisch als Raumkurven zu deuten, die in jedem Punkt die dort 
vorgeschriebene Gerade beriihren. Die Grund- und Aufri8methode der 
darstellenden Geometrie gibt leicht. die Mittel zur naherungsweisen 
Konstruktion der Integralkurven an die Hand: Man geht vom An- 
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fangspunkt aus ein Stiickchen auf der dort vorgeschriebenen Geraden 
weiter, im so erreichten Punkt geht man zu der dort vorgeschriebenen 
Tangente tiber und verfolgt sie ein Stiickchen usw. 

Will man im Reellen — nur davon ist bei diesen Konstruktionen 
die Rede — die Genauigkeit dieser Naherungen priifen, so mu8 man 
sich wieder an die Darlegungen des vorigen Paragraphen erinnern. 
Denn betrachten wir z. B. noch einmal die Gleichungen 2. Ordnung. 
Unsere Naherungsmethode lauft dann darauf hinaus, langs der ein- 
zelnen Kreisbogen des zur Naherung benutzten Kreisbogenpolygons 
y’’ konstant zu nehmen. Kennt man also die Schwankung von /(%, y, 2) 
langs des Polygons, so lauft unsere Naherung darauf hinaus, das ge- 
gebene System 


az dy 
ae =I (%, 9,2), dx z 
durch ein System 
Zz 
Fed DCAD) er A (%,,2), 
dy ; 
eet, 


zu ersetzen, in dem A(x, y,z) dem Betrag nach nicht gréBer ist als 
die erwahnte Maximalschwankung. Daher kann man wie S. 39 ff. an Hand 
der Methode der sukzessiven Approximationen die Giite der Naherung 
abschatzen. 

Ahnlich kann man bei der fiir Systeme angegebenen Naherung 
vorgehen. Hier sind die Naherungen geradlinige Polygone des %-y-z- 
Raumes und langs jeder Polygonseite nehmen wir statt des vorgeschrie- 


d 
benen Feldes die durch die Polygonseiten bestimmten Konstanten 
und oa . Fir das Naherungsfeld gilt also 


Fe = (HI 2) FAHY 2), 


dz 


Fe = ¥(%Y,2) + B(x, 2). 


Hier kénnen A und B dem Betrag nach die Schwankung der Funk- 
tionen g und y langs der Seiten des Naherungspolygons nicht tiber- 
treffen. Damit werden die friiheren Methoden wieder anwendbar, um 
den Unterschied zwischen Lésung und Naherung abzuschatzen. 


II. Kapitel. 
Elementare Integrationsmethoden. 


§ 1. Einige Typen von Differentialgleichungen. 


Bei der Gleichung 
aT) 
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erméglicht ein kleiner Kunstgriff leicht die Integration. Multipliziert 
man namlich die Gleichung mit -y’, so hat man 
Vey ee aly): 
Integriert man beide Seiten nach %, so erhalt man 
by? = Sio)dy th. 
und das ist dann eine durch Trennung der Variablen zu behandelnde 


Differentialgleichung 1. Ordnung. 
Auch 


(1) Tae—ot (On) 
1aBt sich elementar integrieren. Man fiihrt y’ = # als neue unbekannte 
Funktion ein und reduziert damit die Gleichung auf eine der 1. Ordnung: 


p' =f (0). 

Das liefert sofort 
peices 
(2) AN Waren 


Um nun aber weiter zu integrieren, mtBte man erst nach # aufldsen. 
Daher ist es besser, p als Parameter aufzufassen. Dann hat man ja ‘ 
durch (2) schon x in Parameterdarstellung. Um das noch fehlende y zu 
bekommen, geht man von 


aus und findet 


Pp 
w y= [riya 
(2) und (3) stellen, wie man leicht verifiziert, in jedem Stetigkeitsinter- 
vall von f(f), in dem f(p) + 0 ist, eine Lésung von (1) dar. 
Auch die allgemeineren Gleichungen 
I(x, ¥', y") = 0 
werden durch die Einfiihrung von y’ = sofort auf Gleichungen 
1. Ordnung zuriickgefiihrt : 


f(x,p, p') = 0. 


ACSI Me 
kommt man durch Vertauschung von x und y heran. Dadurch wird 
die Gleichung zu 


An 


a, xl 1 
#( (x’) 2’? y) =0, 
ein Typus, von dem gerade die Rede war. 
Bei . ; : 
ea aes 
I(x 54>) =0 
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fiihrt der Ansatz 


~ 


I fe 


= 4 
zum Ziel. Man hat dann 
Vays 
yi =uytwy=wytey. 
Tragt man dies in die Gleichung ein, so wird sie 
{(x,u,wW+u')=0. 
Diese letzte Gleichung zusammen mit 


ety 
ist mit der gegebenen Gleichung gleichwertig. 


§ 2. Die Differentialgleichung der Kettenlinie. 


Diese Differentialgleichung gehért zwar zu den schon im vorigen 
Paragraphen behandelten Typen. Wir wollen aber an ihrem Beispiel 
erkennen, daB es haufig schwieriger ist, die Integrationskonstanten so 
zu bestimmen, daB den gegebenen Anfangsbedingungen geniigt wird, 
als alle Lésungen der Differentialgleichung zu finden. Gerade solche 
Fragen stehen bei den Gleichungen zweiter Ordnung im Vordergrund 
des Interesses. Es ist nur ein ganz spezieller Fall der Randwertauf- 
gaben, d.i. der Bestimmung der Integrationskonstanten aus gege- 
benen Bedingungen, wenn man diejenige Lésung verlangt, welche 
fiir x = x) den Wert y, und deren Ableitung daselbst den Wert yo 
annimmt. Bei der Aufgabe der Kettenlinie handelt es sich darum, 
die Gestalt eines Seiles von gegebener Lange zu bestimmen, das zwischen 
zwei gegebenen Punkten aufgespannt ist. In mathematischer For- 
mulierung besagt dies: man soll diejenige Lésung von 


y= Ay ty? 

finden, welche fiir x = x) den Wert y, und fiir x =%, den Wert y, 
Hat und deren zwischen diesen beiden Punkten (%9, Vo) und (4%, 4) 
gelegener Bogen die Lange L hat. Es scheint auffallig, daB man drei 
Bedingungen an die zwei Integrationskonstanten stellen kann. Man 
sollte meinen, daB die beiden Bedingungen, die darin liegen, daB die 
Kettenlinie durch zwei gegebene Punkte gehen soll, schon zur Be- 
stimmung der beiden Integrationskonstanten ausreichten. Wie sich 
dieser scheinbare Widerspruch aufklart, wird sich bald zeigen?. Tragt 
man y’ = # in die Gleichung ein, so hat man 


p =All TP 


1 4 ist eine Konstante. 
2 Es liegt daran, daB A auch von der Lange L der Kette abhangt. 
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zu integrieren. Das liefert? 


x= > Ur inp + hy. 


Daraus folgt 


Nochmalige Integration liefert 
1 
y = 5 Gof (x — hy) A+ hy. 


Nun wird die Lange des Kettenliniensttickes zwischen %) und x, 


C= frye ad frrarnd (Gin (x, —hy) A — Sin (x9 — Ay) A) 
=< Go (2022 a) Gin (57 2). 
Also haben wir die Bedingung 


(1) L =F Gof (= ==" 2) Sin (25 *2 3). 


2 


Ferner aber haben wir die beiden ,,Randbedingungen“ fiir Intervall- 
anfang und -ende: 
1 


1 
V1 = = oj (% — My) A+ hg. 


1 Dabei ist in bekannter Weise der hyperbolische Kosinus durch 


e# (Gai) : ; ae 
Gof x =F = cosix (j=y—1), 
der hyperbolische Sinus durch 
b co __- e-& 
Sin x oo. 32 Se —1tsini*# 
erklart. Daraus ergibt sich 
d ? i 
Cojf % = Sin x und a Sine = Cof x 
dx . dx 
und 
Cops — Sint =1. 
Die Umkehrungsfunktionen sind 
Ur Coj x und Ar Sin x. 
Fiir sie findet man in bekannter Weise 
d Ur Coj x iL dU Cin x — 1 
SS ee eee und Se ee eee 
ax J#-—1 dx yl+ + 


Mit Hilfe der oben angegebenen Beziehungen zu den trigonometrischen Funk- 
tionen lassen sich leicht die goniometrischen Formeln iibertragen, die wir im 
Text zum Teil benutzen werden. 
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Subtraktion beider liefert 
2s. 4, — 2h ; — 
(2) ¥.— 4 == Sin (7 Faas) Gin oe! A) : 


Die beiden Bedingungen (1) und (2) miiBten also fiir die eine Inte- 
grationskonstante h, bestehen. Es erscheint ausgeschlossen, daB man h, 
diesen beiden Forderungen gema8 wahlen kann. Vielmehr mu8 man 
auch noch den Koeffizienten 4 der Differentialgleichung als unbestimmt 
ansehen. Dann wird sich zeigen, da8 man h, und A so wahlen kann, 
daB die beiden Gleichungen (1) und (2) erfiillt sind. Das hat physi- 
kalisch einen wohl bestimmten Sinn, denn der Koeffizient A ist gleich 
dem Quotienten aus dem Gewicht der Ketteneinheit und der Horizontal- 
komponente der Kettenspannung. Diese letztere hangt aber von der 
Kettenlange, und damit von den Randbedingungen ab in einer Art und 
Weise, die eben erst nach Integration der Differentialgleichung in der 
nun gleich anzugebenden Weise ausfindig gemacht werden kann. Ich 
eliminiere zunachst #, aus (1) und (2), indem ich beide quadriere und 
subtrahiere. Das liefert 


L? — (y, — y9)® = 3p Gin? (252 2) 
oder 
* ay _ Xo 
Sin io = se yl? a=s (V4 eee aoe 
%1— % #4 — % c 
oe a A 
Setze ich 
EAE E Se- und jE (97 — 95) — tao nay 
2 — Xo zs 


so habe ich die Gleichung 


= 


aa 


nach & aufzulésen. Das liefert mir den Wert von A. Die Auflésung 
geschieht graphisch oder mit Hilfe einer hyperbolischen Sinustafel?. 

Man sieht sofort, daB das wegen x, > %, und nach der physika- 
lischen Bedeutung von A notwendig positive ¢ durch « eindeutig be- 
stimmt ist. Somit ist auch der Parameter A durch die Seillange und die 
Intervallange eindeutig festgelegt. Kennt man erst einmal /, so bietet 
ersichtlich die Bestimmung zunachst von f, aus (2) und dann von 
h, mit Hilfe von Tafeln keine wesentlichen Schwierigkeiten. Es mag 
auffallen, daB nur fir « >1 sich Gerade 7 =a& und Sinuskurve 
ny = Giné auBerhalb des Nullpunktes schneiden, denn diese geht unter 
45 Grad durch den Nullpunkt. Der innere Grund hierfiir liegt darin, 
daB doch sicher die Seillange gréBer sein muB als der Abstand der 


- 1 Z, B. JannKe-EmveE: Funktionentafeln mit Formeln und Kurven. Leipzig 
1909. 
10* 
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beiden durch das Seil zu verbindenden Punkte. Der Quotient beider 
Langen ist aber gerade a. 

Man iiberzeugt sich iibrigens leicht durch geometrische Betrach- 
tungen, daB fiir jeden Wert des Parameters A genau eine Kettenlinie 
von passender Lange durch die beiden gegebenen Punkte geht. Denn 
alle Kettenlinien gehen, wie ein Blick auf ihre Gleichung zeigt, bei 
festem A durch Parallelverschiebungen auseinander hervor. Man erhalt 
also alle Lésungen durch einen der beiden Punkte, wenn man eine 
Kettenlinie an diesem Punkt entlang schiebt. Dann nimmt sie aber ein 
einziges Mal eine Lage an, bei der sie auch durch den anderen Punkt 
geht. 


§ 3. Lineare Differentialgleichungen. 


1. Existenzsatz. Eine lineare gewéhnliche Differentialgleichung zwei- 
ter,Ordnung hat die Form 


(1) Po (x) + pi (*) y + da (x) ¥ + D3 (%) = 0. 


Sie heiBt inhomogen, wenn p;(x) nicht fiir alle in Betracht gezogenen x 
verschwindet. Sie heiBt homogen, wenn #,(%) identisch Null ist. Eine 
homogene Gleichung hat also die Form 


(2) Do (x) 9" + pi (%) Y' + po (x) y = 0. 


Wir setzen voraus, daB die Funktionen ;(x) in einem Intervall 
ax *<b stetig seien, und da8 in diesem Intervall (x) iiberdies 
nirgends verschwinde. Dann ist der Existenzsatz von §1 anwendbar. 
Die dort vorgetragene Methode lehrt, daB es genau eine Lésung von (1) 
gibt, die an einer Stelle x. des Intervalles einen gegebenen Wert y,, und 
deren Ableitung daselbst einen gegebenen Wert yo hat. Uberdies ist diese 
Lésung samt thren Ableitungen erster und zweiter Ordnung im ganzen 
Intervall stetig. 


2. Die Gesamtheit der Lésungen. Sind y,(x) und (x) irgend zwei 
Lésungen einer linearen homogenen Differentialgleichung (2) und sind 
c, und c, zwei Konstanten, so ist auch 


Y = 091 (%) + C22 (4) 
eine Lésung von (2). 
Setzt man namlich zur Abkiirzung 


(3) L(y) =Poy" +hiyt dey, 


so ist 
L(y) = ¢,L(y,) + CoL (ye), 


wie man sofort nachrechnet. Aus L(y,) =L(y.) =0 folgt daher 
L(y) =0 
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3. Linear abhangig und linear unabhangig. Zwei Losungen y, und 
yy von (2) heiBen linear abhdngig, wenn man die beiden Konstanten 
c, und c, so wahlen kann, daB 


(4) C1 V1 + Coz = 0 
ist fiir alle x, ohne daB c, und c, beide verschwinden. Gibt es kein solches 
Konstantenpaar, so heiBen die Lésungen linear unabhdngig. Sind zwei 


Lésungen linear abhangig, so folgt aus (4), daB ihr Quotient konstant 
ist. Dann ist mit (4) auch 

(5) C191 + Cee = 0 

erfiillt, ohne daB c, und c, beide verschwinden. Daher ist die Deter- 
minante beider Gleichungen (4) und (5) Null. D. h. es ist fiir zwei linear 
abhangige Lésungen 

(6) WF eVi0 

fiir alle x. Umgekehrt folgt aus (6) , daB y, und y, linear abhangig sind. 

Ist y, = 0 fir alle x, so ist dies gewiB richtig, da dann 


C14, + OV, = 0 
ist fiir beliebige c,. Ist y, nicht fiir alle x Null, so ist z. B. 
¥1 (%) = 0. 
Dann setze man an 
__ V2 (%o) 
(7 Ia (2) = A 9 (x) + d(x). 


Tragt man dies in (6) ein, so folgt 
(8) y,4'—dy, =0, 
also eine lineare homogene Differentialgleichung erster Ordnung fir d. 
Da nun aber d(x) =0 ist, so ist d =O fiir alle x. Denn (8) besitzt 
nur diese eine Lisung, die fiir x = x, den gegebenen Wert 0 hat. Aus 
(7) folgt also 
eA at) =O 
fiir alle x. Daher sind y, und y, linear abhangig. 
(6) stellt also die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die 
lineare Abhangigkeit zweier Lésungen von (2) dar. 
Ist y, irgendeine Lésung von (2), so ist jedes Multiplum von y, 
linear abhangig von y,. Ist namlich 
Vo = O51 (c konstant) 


ein solches Multiplum, so ist 


Ve —C¥, =9 
fiir alle x. 
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Ist y, festgelegt durch ,(%9) =0, y,(%9) =1 und y, durch 
Yo (%) =1, ¥9(%) =9, so ist 
V1 (%o) Vo (%o) — 2 (%o) V1 (%o) = — 1. 
Also sind y,(x) und y,(x) linear unabhangig. 


Ist (6) nur an einer einzigen Stelle erfiillt, so ist es fiir alle x erfuillt 
und die Lésungen y,und y, sind linear abhangig. Geht man namlich von 


Dovi + iyi + b251 = 9, 

Povs + Pi¥2 + hove = 9 
aus und multipliziert die erste Gleichung mit — y,, die zweite mit 4, 
und addiert, so kommt 


F Po(— W412 + ¥941) + Pi(— V1¥2 + ViV2) = 9, 
5 lo 


d , , , , 
(9) Diver (VaVo — Voi) + Pi(Vi¥2 — Voi) = 0. 


Das ist aber eine lineare homogene Differentialgleichung fiir die linke 
Seite von (6), und daraus folgt nach einer schon einmal benutzten 
SchluBweise unsere Behauptung. 


4. Je drei Lésungen von (2) sind linear abhangig. D. h.: Sind y,(x), 
Ve(%), y3(x) drei Lésungen von (2), so gibt es drei Zahlen c,, c,, cg, die 
nicht alle verschwinden, derart, daB 

Cy + Coe + C3¥3 = 0 
ist fiir alle x. 
Sind y, und y, linear abhangig, also z. B. 


C141 + Cy V2 = 0 
fiir alle x, ohne daB c, und c, beide verschwinden, so ist 


C11 + lo¥e + O¥3 = 0, 
also unsere Angabe richtig. Sie bleibt fiir den Fall zu beweisen, daB 
4, und y, linear unabhangig sind. Alsdann greife man eine beliebige 
Stelle *) heraus und bestimme die Zahlen c, und c, so, daB an dieser 
Stelle 


Vg (%o) = C44 (%o) + Co¥o (Xo) » 


Vg (¥0) = C194 (%0) + Co¥2(%o) 
besteht. Dann ist 
Va = Vi + Cn%e 

eine Lésung von (2), die bei x) mit y, tibereinstimmt und dieselbe 
erste Ableitung wie y, hat. Sie ist daher nach dem Existenzsatz mit 
4g identisch. , 

Zwei linear unabhangige Lésungen y, und y, von (2) nennt man 
ein Fundamentalsystem von (2). Denn nach der eben bewiesenen Tat- 
sache kann man jede andere Lésung von (2) gewinnen, indem man 
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4, und y, mit passenden Konstanten multipliziert und die Ergeb- 
nisse addiert. Man bekommt also alle Lésungen durch lineare Kom- 
bination eines Fundamentalsystems. 


5. Reduktion auf Gleichungen erster Ordnung. Kennt man eine nicht 
identisch verschwindende Losung von (2), so kénnen alle tibrigen Lésungen 
von (2) durch Quadraturen gefunden werden. Ist y, eine solche bekannte 
Lésung von (2), so gilt (9) fiir jede andere Lésung y, von (2). Aus (9) 
aber folgt+ 


z 
(10) V1Vo — VoV, = C-exp fae dé) (C konstant) , 
0 
a 
und dies ist eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung fir yg. 
Solche haben wir S.11 durch Quadraturen gelést. 


6. Die adjungierte Differentialgleichung. Die Frage liegt hiernach 
nahe, ob man nicht in gewissen Fallen eine solche Lésung leicht finden 
kann. Dies ist z. B. dann der Fall, wenn die linke Seite von (2) die Ab- 
leitung eines Differentialausdruckes erster Ordnung ist. Ist z. B. 


d 
(11) L(y) == (Liv) 
so folgt aus 
daB 
L(y) = konst., 


d.i. eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung fiir jedes y. 
Je nach Wahl der Konstanten bekommt man alle y heraus. 

Ist (11) nicht unmittelbar erfillt, so kommt man zum gleichen 
Ziel, wenn man eine Funktion z(x) kennt, fiir die 


2L(y) = = (Li(y)) 


ist, wo L,(y) wieder ein Differentialausdruck erster Ordnung ist. Die 
Bestimmung einer solchen Funktion z(x) gelingt manchmal auf Grund 
der LaGrAnGEschen Identitat, wonach 


2L(y) —yL (2) =< (y' box — (Po2)'y + 9203) 
ist, wenn man 
(12) L (2) = 5 (oz) — X (ba) + Pat 


setzt. (12) heiBt der zu L (z) adjungierte Differentialausdruck. Wahlt man z 
so, daB L (z) =0 ist, so wird z-L (y) die erste Ableitung eines Differential- 
ausdrucks erster Ordnung. Unter Umstanden kann es ja leicht sein, 


1 exp (2) = e*. 
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eine Lésung von L(z) =0 anzugeben. Es kommt aber auch vor, daB 
L (z) mit L (z) identisch ist. Man nennt dann L (z) einen selbstadjungierten 
Differentialausdruck. In diesem Falle kommt man wieder auf das zu- 
riick, was weiter oben tiber den Nutzen gesagt war, den man aus der 
Kenntnis einer speziellen Lésung von L(y) = 0 ziehen kann. 

Damit 


1St, UG a x 

L (2) = poz’ + 2' (22) — Py) + 2(b2 — Bi + Po) 

L (2) = por” + 2'p, + 2h, 
identisch sein. Dafiir ist notwendig und hinreichend, daB p, = #, ist. 
Also ist 


mit 


(bo =) + poz 


der allgemeinste selbstadjungierte Differentialausdruck (zweiter Ord- 
nung). Fiir einen selbstadjungierten Differentialausdruck wird 


d , fe 
(13) zL(y) — yL (2) = 5 (Pol2zy" — yz’). 
Man nennt dies wieder die Identitat von LAGRANGE. 


7. Die inhomogene Gleichung. Die Integration der inhomogenen Glei- 
chung (1) kann durch die Methode der Variation der Konstanten, auf 
die der homogenen (2) reduziert werden. Ist y, (x), y.(x) ein Fundamental- 
system von (2), so gehe man mit dem Ansatz 


(14) Y = 4 (%) Y1 (%) 1 Ce (%) Yo (2) 
in die Gleichung (1) hinein. Man hat 

(15) east Viel es es 
wenn man 

(16) C1 + 63%. = 0. 
setzt. Dann wird aus (15) 

(17; y" = C4 ¥y + Coa — bg (*), 
wenn man 

(18) O11 + 292 + bg (x) = 0 


setzt. Tragt man (14), (15), (17) in (1) ein, so sieht man, daB (1) erfiillt 
ist. Die Integration von (1) ist also darauf zuriickgefiihrt, c, (x) und c, (x) 
aus (16) und (18) zu ermitteln. Dies liefert 


x 


raat Ps (€) Vo (€) dé a 
1 (*) =S5, OnO—n@no 14-44) +h, 


r zx 
a bs (€) 3 (€) dé sh: 
eal) = Jase eae t= a +e, 


% 
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wo h, und h, zwei willkiirliche Konstanten sind. Somit ist 
y = Ay (%) yy (x) + dy (%) Yo (%) + Ay V1 (*) t+ Tig. 5/o (x) 
die allgemeinste Lésung von (2). 


8. Konstante Koeffizienten. Bei linearen Differentialgleichungen (2) 
mit konstanten Koeffizienten reicht das bisher Vorgetragene aus, um 
durch elementare Rechnung alle Integrale zu finden. Sei 


(19) tai yas y — 0 

die Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten. Der Ansatz 
ee a 

fiihrt auf die quadratische Gleichung 

(20) r+ ar+a,=0. 


Hat dieselbe zwei verschiedene Wurzeln 7, und 7,, so sind 
(21) y= Ce y= ere & 


zwei Lésungen von (19), die ein Fundamentalsystem bilden. Damit 
ist also 


(22) Viale + 6, 6% 
mit konstanten c, und c, die allgemeinste Lésung. 
Sind a, und a, reelle Zahlen, so wird man Wert darauf legen, auch 


ein Fundamentalsystem aus reellen Lésungen anzugeben. Sind 7, und 7, 
reell, so sind (21) dazu brauchbar. Anderenfalls sei 


a CSS 
= =a tg 1445 —a?, 
a t 
ra — 3-5 144, —4 
Dann bilden 
1% T2% 1% ohn @ 
é _ ed e€ ae 
d.h. 


x 


a 
e 2 cos— j4a,—a? und e # * sin 
ein reelles Fundamentalsystem. 
Hat aber (20) eine Doppelwurzel, so kennt man aus dem gemachten 


Ansatz erst eine Lésung 
ay 
eae 
Wir haben aber oben Methoden kennengelernt, hieraus alle anderen 
Lésungen zu ermitteln. Man findet in 
a 


->2 
xe 2 
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eine weitere Lésung, so daB dann 


gt (Cy + C2 *) 
mit konstanten c, und c, die allgemeinste Lésung wird. Hierauf wird 
man iibrigens auch durch einen Grenziibergang gefiihrt. Denn sind 


zunachst 
y, und 7,+0 


zwei verschiedene Lésungen von (20), so ist stets 


pass 6a ti & 


(23) F 


eine Lésung von (19). LaBt man 6-0 streben, so wird aus (19) eine 
Differentialgleichung, deren charakteristische Gleichung (20) eine Doppel- 
wurzel hat, und aus (23) erhalt man in 

ay 


—->2£ 
xent®—xe 4% 


eine Lésung von (19). 

9. Ein Beispiel. Von Interesse ist folgende spezielle Differential- 
gleichung: 
(24) y’ + Ay=acosbx (A,a,b sind konstant). 


Statt der Durchfiihrung der eben dargelegten allgemeinen Methode 
erweist sich hier der Ansatz 


y = B-acosbx 


mit konstantem B als zweckmaBiger. Er fiihrt zu der Bedingungs- 
gleichung 

—BP+AB=1 

fiir 8; so wird 


ies a= cos b x% 

eine Lésung der inhomogenen Gleichung. Man kann aber dann leicht 
alle angeben, wenn man nur beachtet, daB die Zufiigung irgendeiner 
Lésung der homogenen Gleichung stets eine neue Lésung der inhomo- 
genen Gleichung liefert und daB die Differenz zweier Lésungen der 
inhomogenen Gleichung stets eine Lésung der homogenen ergibt. Da- 
her ist 


i ar cos bx -+ h, cos pax + h, sin jax 
das allgemeine Integral unserer Gleichung. Dies Verfahren versagt 


nur, wenn A = 6? wird. Aber man kann dann durch Grenziibergang 
leicht eine Lésung der inhomogenen Gleichung finden. Jedenfalls ist 
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namlich stets 
A__cosb * — cos Jax 


b+Ya ya—b 


eine Lésung der inhomogenen Gleichung, solange noch ) A +.b ist. 
Macht man aber hier den Grenziibergang b > yA, so erhalt man 


A : = 
=e Sin PAX) 
2ya 


und das erweist sich tatsichlich als eine Lésung der inhomogenen 
Gleichung 
y+ Ay =acos Vax. 


10. Zusatz. Nahe verwandt mit den Gleichungen mit konstanten 
Koeffizienten sind die Gleichungen 


fri eee 
Ser cae) Nant era oh ete 


g und / sind dabei wieder konstant. Man kann sie durch die Substi- 
tution 

xia .eF 
auf Gleichungen mit konstanten Koeffizienten zuriickfiihren. Darin 
liegt schon, daB der Ansatz 

25 
zum Ziel fiihren muB. Er fiihrt ja in der Tat auf die Bedingungsgleichung 


(25) O10 1) ee ee 0: 
Hat die Gleichung (25) zwei verschiedene Wurzeln 0, und @,, so sind 
yi, = 2% und y= x% 
Lésungen, die ein Fundamentalsystem bilden. 
Hat die Gleichung (25) aber zwei gleiche Wurzeln, so sind 
1-g eee 
coe oot 
y= % und y=x logx 
Lésungen, die ein Fundamentalsystem bilden. 


41. Die Riccatische Gleichung. Wir hatten auf S. 26 die RIccATI- 
sche Gleichung (1) der S. 25 durch die Substitution (3) in die lineare 
Gleichung (4) S. 26 iibergefiihrt. Durch diese Substitution wird nun 
auch aus dem allgemeinen Integral der einen das allgemeine Integral 
der anderen, wobei noch ein konstanter Faktor der Lésungen der line- 
aren unerheblich bleibt. Wenn nun “, und 4, zwei Lésungen von (4) 
S. 26 sind, welche durch die Anfangsbedingungen 1, (%9) =0, 4; (%) =1, 
Uy (%») = 1, ug (%9) =O festgelegt sein mégen, so ist somit 

a 1c, utc. us 
aaa Og Oy Hy + Op Me 
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das allgemeine Integral der Riccatischen Gleichung. Insbesondere ist 
also 

1 — Vo % (%o) #4 + Me 

Oy — Vo Xe (%) Hy + Me 


WY SS 


dasjenige Integral, welches bei x) den Wert yp hat. Es hangt also linear 
von der Integrationskonstanten jab. Das bedeutet geometrisch, daB das 
Doppelverhaltnis von irgend vier Lésungen konstant ist. Wenn man 
daher drei verschiedene Integrale y,, V2, v3 der Differentialgleichung (1) 
von S. 25 kennt, so kann man diese Differentialgleichung so schreiben: 


ie Bae Phas 
ih Mk Gln he 
; ee 
| Yo lo ve Ye 
ivy, 1 9 ¥% 


Und daraus kann man entnehmen, wie man die Koeffizienten von (1) 
S. 25 durch die drei Integrale y,, y,, ys darstellen kann. 


12. Nullstellen. Wir wollen aus den allgemeinen Sdtzen dieses 
Paragraphen noch einige Folgerungen ziehen. 

Eune jede nicht identisch verschwindende Losung von (2) besitzt hochstens 
endlich vele Nullstellen ina < x <b. Ineinem Haufungspunkt ware die 
Lésung samt ihrer ersten Ableitung Null. Nach dem Existenzsatz ware 
daher die Lésung identisch Null. Fiir (1) gilt nattirlich ein solcher 
Satz nicht, da man ja #,(%) immer so wdhlen kann, daB bei fest 
angenommenen fo, ~,, Pg eine gegebene, zweimal stetig differenzier- 
bare Funktion (1) befriedigt. 

Zwischen je zwet aufeinanderfolgenden Nullstellen einer Lésung y, (x) 
von (2) liegt genau eine Nullstelle einer jeden von y,(x) linear unabhan- 
gigen Lésung von (2). 

Sind € und 7 zwei aufeinanderfolgende Nullstellen von (2), so 
lehrt (10), daB 


Ye (€) yi (€) und — ye (%) ¥; (7) 


das gleiche Vorzeichen haben}. Da aber yi (é) und y/(y) als Ableitungen 
in zwei aufeinanderfolgenden Nullstellen verschiedenes Vorzeichen 
haben, so haben auch y,(&) und y.(7) verschiedenes Vorzeichen. Daher 
liegt zwischen & und 7 mindestens eine Nullstelle von y,(é). Lagen 
dazwischen mehrere, so lage zwischen je zwei derselben nach der 
gleichen SchluBweise wieder mindestens eine von y,(x). Es waren 
aber € und 7 aufeinanderfolgende Nullstellen von y, (x). 


1 Ware y2(é) oder y(n) Null, so waren y, und y, linear abhangig. Ware 
yy(€) oder y,’(n) Null, so ware y,(*) =0. 
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III. Kapitel. 


Gewéohnliche Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
im reellen Gebiet. 


§ 1. Randwertaufgaben. 


1. Fragestellung. Bisher hatten wir eine Lésung meist durch ihren 
Wert und den Wert ihrer Ableitung an einer Stelle festgelegt. Schon 
bei der Kettenlinie trat uns die Aufgabe entgegen, eine Lésung dadurch 
zu bestimmen, daB fiir zwei Werte von x die Werte der Lésung gegeben 
werden. Da diese in dem von diesen beiden Stellen begrenzten Inter- 
vall zu untersuchen ist und die Lésung somit durch Bedingungen an 
den Randern des Intervalles festgelegt werden soll, so sprechen wir von 
einer Randwertaufgabe. Es gibt deren noch andere. Es wird immer 


darauf ankommen, durch zwei Bedingungen die beiden Integrations- fi 


konstanten festzulegen. Diese Bedingungen mégen durch zwei Glei- 
chungen zwischen den Werten von y(x) und y’(x) an den Enden des 
Intervalles %)< * <x, geliefert werden, und zwar wollen wir uns 
auf den Fall beschranken, daB eine lineare Differentialgleichung 


(1) boy’ +h’ +h2¥+ 43 = 0, 


vorgelegt ist, in der fo, £1, fo, 3 NaSxSZb stetig sein, p, nirgends 
verschwinden mége. Zwei lineare Gleichungen médgen die Randbedin- 
gungen liefern. Diese werden allgemein so aussehen: 


Aq V (4) + 4, y’ (4) + ayo (0) + ay y' (6) = A 
Aq V (4) + M1 Y' (4) + 449 y (0) + a, y' (0) = A’. 


Wir teilen die Randwertaufgaben zunachst in homogene und inhomo- 
gene ein. Bei den homogenen sind sowohl Differentialgleichung wie 
Randbedingungen homogen, d.h. es verschwinden sowohl in (1) wie 
in (2) die von den y freien Glieder, so da8 wie im vorigen Paragraphen 
eine Lésung nur bis auf einen konstanten Faktor bestimmt sein kann. 
Die Randwertaufgabe, die uns im vorigen Paragraphen begegnete, und 
die auch bei der Kettenlinie vorlag, wollen wir die erste nennen. Hier 
sind also an den Intervallenden die Werte der unbekannten Funktion 
vorgeschrieben. Von der zweiten wollen wir reden, wenn an Anfang 
und Ende der Wert der Ableitung gegeben ist. Dariiber hinaus gibt es 
noch mancherlei andere, denen wir keine besonderen Namen geben 
wollen. Bei der ersten homogenen Randwertaufgabe liegt also eine 
Differentialgleichung 


(3) Pe 10.5) 1 Pe) == 0 
vor und es werden Lésungen gesucht, fiir die 
(4) y(a)=0, y(b)=0 


(2) 
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ist. Bei der zweiten homogenen Randwertaufgabe wird statt (4) ge- 
fordert 
(5) y'(a)=0, y'(d)=0. 

Besonderes Interesse haben die StuRM-LIoUVILLEschen Probleme 
gefunden. Bei ihnen handelt es sich darum, Lésungen einer selbst - 
adjungierten Differentialgleichung 


(6) i (t05%) + bay =0 
zu finden, wahrend 

(7) ay, y (4) + ao y' (4) = 0, 
Ay, V(b) + Ag9y' (2) = 0 

vorgeschrieben ist. Diese Probleme werden uns auch in.den folgenden 
Paragraphen in erster Linie beschaftigen. 


2. Beispiele. Zunachst mége an einigen Beispielen die Sachlage 
etwas geklart werden. Betrachten wir z. B. die Differentialgleichung 


ir ie AY 
Thre allgemeinste Lésung ist 
y = ce" + Coe. 
Betrachten wir das Intervall a< x <0 und suchen die erste Rand- 
wertaufgabe zu lésen: Es soll sein 


Cyet + Coe-4* = 0, 
¢,0-+ t.¢%= 

Die Determinante des Gleichungssystems ist 
et—b __ pb-a, 


Dies ist aber fiir a + 6 nie Null. Also muB c, = c, = 0 sein. Die einzige 
Lésung unseres Randwertproblemes ist die triviale y =0. Sollte das 
stets so sein, so hatte es wenig Sinn, jene Aufgabe zu behandeln. Betrach- 
ten wir ein weiteres Beispiel: 


vy" ae y = 0 . 
Die allgemeinste Lésung ist 
4) == Cy SIN-%. 4-505.COS %.. 


Nehmen wir das Intervall 
Ob 


und studieren die erste Randwertaufgabe. Es sei 
c,sina +c,cosa=0, 


c,sinb + c,cosb=0. 
Die Determinante ist 
sin (a — b) 
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und dies wird Null wenn a —b=ha undh ganzzahlig ist. Nehmen 
wir also z. B. a = 0, v =, so haben wir in 
y = sin x 

eine nichttriviale Lésung der ersten Randwertaufgabe. Ebenso gibt es 
hier Lésungen jedesmal dann, wenn die Intervallange ein Vielfaches von 
x ist. Fiir 

yy" +. cy — 0 
wird 

y = sincx 


eine Lésung der ersten Randwertaufgabe fiir das Intervall 


0S*< 75. 


Diese Beispiele mégen lehren, daB es lohnen mag, den Randwert- 
aufgaben etwas naher nachzugehen. 


3. Die Altetnative. Ich beginne mit einer allgemeinen Beziehung zwi- 
schen homogenen und inhomogenen Randwertaufgaben, die in den 
linken Seiten von (1) und (3) tbereinstimmen. Da gilt der Satz: Die 
‘ainhomogene Aufgabe ist stets dann lésbar, wenn die zugehorige homogene 
keine triviale, d.h. nicht identisch verschwindende Lésung besitzt. Ist 
aber die homogene ldsbar, so besitzt eine zugehdorige inhomogene nur dann 
Lésungen, wenn die rechten Seiten noch gewisse Zusatzbedingungen er- 
fillen, ist also im allgemeinen nicht lésbar. Diese Alternative erinnert 
an eine bekannte Alternative aus der Theorie der linearen algebraischen 
Gleichungen, und tatsachlich folgt auch unser Satz unmittelbar aus 
diesem algebraischen. Wenn namlich y, und y, ein Fundamentalsystem 
der homogenen Gleichung (3) bilden, so ist nach S. 152/153 die allgemeine 
Lésung von (1) selbst durch 


 rieym fidence ate +a 


gegeben, wahrend die allgemeinste Lésung der homogenen Gleichung (3) 


y (*) = Ay yy (*) + Ae V2 (*) 
ist. Im homogenen Fall liefern dann die Randbedingungen (2) mit 
A =A’ =0 fiir h, und &, die beiden homogenen linearen Gleichungen 
AL, theL, = 9, 
(9) Ay Lj + hal, = 0. 
Hierbei sind die linken Seiten von (2) abkiirzend mit L,; und Lj be- 
zeichnet, wenn sie fiir y = y, gebildet-.werden. Im inhomogenen Falle (1), 


(2) stehen auf der rechten Seite von (9) gemaB (8) statt 0 Ausdriicke, 
die h,, kh, nicht enthalten, sondern paige A, A’, p, bestimmt sind. 
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Hiernach ist nach bekannten Eigenschaften der linearen Gleichungen 
die Alternative sofort klar. 


4. Explizite Lésung. Wir wollen nun noch im STURM-LIOUVILLEschen 
Fall die Randwertaufgabe im inhomogenen Fall explizite lésen, wofern 
die homogene Aufgabe Lésungen nicht besitzt. Wir beschranken uns 
dabei auf homogene Randbedingungen (7). 

Zunachst schreiben wir (8) etwas anders. Nach S. 151 ist 


a 


v1 (x) y2(*) — ale) y(t) = Ce *™ 
Im SturM-Liouvitreschen Fall ist p, =~), also haben wir 


va (1) 95%) — ya*) 95 (x) = CELE. 


Tragt man hier x =a ein, so wird 
C = yy (4) Y2 (4) — Ys (2) 93 (2) - 
1 (*) Va (%) — Vo (%) Yi (*) __ Po (4) 
V1 (4) ¥3 (4) — V2 (4) 3 (2) Po (*) * 


Nun wollen wir noch die in y, und y, willkiirlichen konstanten Fak- 
toren so wahlen, daB8 


Po (4) (V1 (4) Yo (4) —- Ye (4) ¥3(a)) = 


ist. Dann kann man (8) so schreiben 


Also haben wir 


(8 y= f (5 (x) Ye (€) — Ya(%) 94 (E)) Pa (E) PolE) dE + yyy (x) + Ayo). 


Nun wollen wir zur Randwertaufgabe iibergehen und annehmen, daB 


es keine Lésung von (6) gibt, fiir die.(7) gilt. Dann soll die Randwert- 
aufgabe fiir 


(9) ja (042) + Pry + 5 =0, by5K0 


gelést werden. (8’) ist die allgemeine Lésung. #, und h, sollen so be- 
stimmt werden, daB fiir (8’) die (7) gelten, Wir entscheiden uns zundchst 
fur eine zweckmaBige Wahl des Fundanientalsystems. Wir wahlen 
namlich y, so, daB es bei x =a der Randbedingung (7) geniigt, und 
Y2 $0, daB es bei x = b die Randbedingung (7) befriedigt. Dann sind 
gewiB y, und y, linear unabhangig, da doch fiir (6) die Randwertaufgabe 
nicht lésbar sein soll. 


Zur Bestimmung von h, und h, liefern dann die Randbedingungen 
(7) die Gleichungen 


hy (441Y9(@) + 4,53 (4)) = e: 


hy (41); (0) + Ay; (6 )+ J (east) ) + %42¥7( b)) y» (&) ) bs (€) bo (§)4E=0. 
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Also wird 
a) 
h, = — J v2(8) Pa(8) Po(8) 48, hy =0. 


Die Lésung der Randwertaufgabe (7) fiir (9) wird also 
y(*) = J (v(x) ¥2(€) — y2 (2) m1 €)) Pol€) Pol€) aE 
b 
— yi(x) J ya (€) Po(E) bo(E) dé 


b 
= — J. (#) val€) Ps (6) Pol ~f Ye (x (é) Po(é) dé 
Wir setzen nun 
G(x,&) = ye(x) 1 (€) bol) im aSéE<x, 
= 91 (*) ¥2(S) Po(€) in x SEO. 
Diese Funktion heiBt die GREENsche Funktion der Differentialglei- 


chung (6) fir das Randwertproblem (7). Man kann die Lésung von 
(9), (7) dann so schreiben 


b 
(11) y (x) = eal] G(x, &) p3(é) d 


Die GREENsche Funktion ist inaXx<b,ax<é<b stetig. Sie ist 
symmetrisch. D.h. es ist 
G(x,é) =G(é,*), 


wie man an (10) abliest. Ihre erste Ableitung 5 = erleidet bei x = & 


(10) 


einen Sprung. Es ist namlich 
0G 0G , D 
= (— 91 (€) Yo(E) + 91 F) ¥2(6)) Po(E) = 


Ox |e=e+0 9% |x=E—-0 
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1. Ansatz. Wir kniipfen unsere Betrachtungen weiterhin stets an 
die Differentialgleichungen von StuRM-LIOUVILLEschem Typus an. Es 
sei also 

d dy 
(1) = (b(4) Z) + 4(x)y =0 
vorgelegt. Hier seien p(x) und g(x) ina<x*<b stetig und! p(x) >0. 
Man mag noch bemerken, da8 man die allgemeinste lineare Differen- 
tialgleichung 
bo(x) ¥" + Pi(™) 9 + Bo(x)y = 9, 

po >, alle p; und ; stetig, 

1 Wenn man will, mag man noch p’(#) als stetig annehmen. Man kommt 


aber stets ohne diese Annahme aus. 
BreserBacu, Differentialgleichungen. 3. Aufl. 11 


{62 11.3. Gewohnliche Differentialgleichungen zweiter Ordnung im reellen Gebiet. 


durch die Substitution 
— [A= ag 
y = He Po 
in eine vom StTuRM-LiouviiLtEschen Typus tiberfiihren kann. 

Zur Diskussion des Verlaufes der inte re ist es zweckmabig, 
(1) als System zu schreiben 


az 
ae ae US 0, 
(2) ete te 
CE ee Se 
Nun fiihre man durch 
(3) y=osin?, Z2=ocos#? 


zwei neue unbekannte Funktionen g und @ ein. Dann werden nach kurzer_ 
Rechnung die Differentialgleichungen 


_ (| —4) esin d cos 0, 


a 

4 Fe = FOOD + gsin’ d. 

Zur zweiten mag noch bemerkt werden, daB ein Faktor 0, der zunachst 
auf beiden Seiten auftritt, gestrichen worden ist. Wir haben damit 
nur darauf verzichtet, auch die triviale Lésung y = 0 von (1) auf die 
zweite Gleichung (4) mit heriiber zu nehmen. Dann entsprechen die 
Lésungen von (1) und die von (4) mit @ >0 (oder die mit @ < 0) ein- 
ander umkehrbar eindeutig. Es fallt namlich auf, daB in der zweiten 
- Differentialgleichung (4) nur # und x vorkommen und da man aus der 
ersten (4) @ durch eine Quadratur ermitteln kann, wenn man erst #(x) 
kennt?. Man findet ja dann 


x 


(5) log | 0 | ={(+ —4) sin } cos 9 dé + konst. 
a 

Hiernach ist y(x) durch #(x*) bis auf einen konstanten Faktor be- 
stimmt: Linear abhdngige Lésungen von (1) fiihren zum gleichen 3(x) 
und gleiches 3(x) fihrt zu lauter linear abhaingigen Lésungen von (1). 

Das fiihrt zu der Frage, wodurch die Lésungen von (1) charakteri- 
siert werden kénnen, die zum gleichen #(x) von (4) gehéren. Sei z. B. 
(a) =a. Dann ist nach (3) 


y (a) cosa — 2(a) sina = 0 
oder 


(5) y (a) cosa — p(a) y' (a) sina = 0. 


1 Der Existenzsatz S. 27/28 lehrt, daB jede Lésung #(%) ina < x <b stetig ist, 
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Die Lésungen von (1) also, die zwei Randbedingungen vom StuRM- 
LiouviLLEschen Typus 
y (a) cos a — p(a) y’ (@) sin ao=0, 
y (2) cos B — p(b) y’ (b) sinB = 0 
geniigen, gehen in diejenigen Lésungen von (4) iiber, fiir die 
(7) D(a) =a, b(6)=86 


ist. Dabei sind « und f natiirlich nur bis auf Vielfache von x durch (6) 
bestimmt. Fir die erste Randwertaufgabe hat man insbesondere } 


“x=0, B=0 mod gq, 


(6) 


fiir die zweite 


c= >, B=; mod 2 


zu nehmen. Ubrigens sind die (6) die allgemeinsten Randbedingungen 
von der Form 

4, 9(4) + 429’ (a) =0, 

Ao V(b) + 42 y'(b) = 0. 
Denn man kann z. B. Zahlen 4 und « stets so bestimmen, daB 

a, = Acosa, Ay, = —AP(a)sina 
ist. Man muB nur sorgen, daB 
a2 
a + pay = 2 
ist und kann dann « ermitteln. 
Wir wollen nun zunachst den Lésungen von (1) nur eine der Rand- 

bedingungen (6) auferlegen, z. B. verlangen, daB 


(8) y (a) cos a — p(a)y’ (a) sina = 0 


ist und wollen uns einiges tiber den Verlauf einer solchen Lésung ver- 
gegenwartigen: Wir kénnen sie dann noch eindeutig festlegen, indem 
wir entweder den Wert von y(a) oder den von y’ (a) noch vorschreiben. 
Dann sind also stets y(a) und y’(a) vorgeschrieben. Fiir (4) bedeutet 
dies, daB wir #(a) und @ (a) vorschreiben. Wir interessieren uns zunachst 
fiir #(x). Die Falle, wo g(x) <0 ist, unterscheiden sich z. B. wesentlich 
von denen, wo g(x) >0 ist. Da aber mit #(x) auch B(x) + ha, h ganz 
eine Lésung von (4) ist, so geniigt es, anzunehmen 


0<d(@=a<a. 
An jeder Stelle, wo 8 = ha ist, wird $2 — p > 0; an jeder Stelle, 


d . 
wo B(x) = (24 + 1) = ist, wird ae =g. Zur naheren Untersuchung 


1 8=0 moda heibt: B = 0 bis auf Vielfache von x. 
11* 
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lassen wir nun eine Einteilung nach dem Vorzeichen von q eintreten. 
Insbesondere interessieren uns die beiden Falle, wo in aXx<b 
durchweg q(x) <0 oder durchweg q(x) > 0 ist. 


2. Der Fall g (x) << Oina<x<b. Jede Lésung#(x) passiert wach- 
send die Vielfachen von z und abnehmend die ungeraden Vielfachen 


von > . Daraus folgt, daB jede Lésung, die durch # (a) = « bestimmt ist, 


im Intervall a < *< 6b zwischen zwei Schranken liegt. Die untere 
Schranke ist das groéBte unter « gelegene Vielfache von z, die obere 
Schranke das kleinste tiber « gelegene ungerade Vielfache von = , 


Zwischen diesen Schranken liegt héchstens ein ungerades Viel- 


faches von 5 und héchstens ein Vielfaches von z. Daher verschwinden 


cos# und sin? fiir a < ~ <b nur hochstens je einmal. Und zwar ist 
nie sowohl eine Nullstelle von cos # wie eine von sin ? vorhanden. 
Da o(x) stets einerlei Vorzeichen hat, so folgt, daB y(x) und y’ (x) nur 
je einen Zeichenwechsel erfahren kénnen und da8 nur bei héchstens 
einer der Funktionen ein Zeichenwechsel vorkommt. Daher sind fiir 
y(*) ina x* <6 nur folgende Faille. denkbar: 


y (x) y! (x) 
Le | >0 
2. >0 =a() 
3. Vorzeichenwechsel | y’ > 0 
4.>0 Vorzeichenwechsel 


sowie die Lésungen, die sich hieraus durch gleichzeitigen Vorzeichen- 
wechsel von y und y’ ergeben. 
Im Falle ~ =1, d.h. ftir 


y" + q(x)y=0, 


kann man dies tbrigens aus der Untersuchung von Konvexitat und 
Konkavitaét der Lésung auch unmittelbar entnehmen. Im vorliegenden 
allgemeineren Falle sind natiirlich Angaben iiber Konvexitat und 
~ Konkavitaét der Losung ohne weitere Annahmen tiber #(x) nicht még- 
lich. 

Jedenfalls lehren diese Betrachtungen, daB fiir keine Differential- 
gleichung: mit q(x) <0 die erste oder die zweite Randwertaufgabe 
lésbar sein kann. Natiirlich kann man fiir jede gegebene Lésung « und f so 
wahlen, daB durch (6) Randbedingungen geliefert werden, die gerade 
durch die gegebene Lésung befriedigt werden. Man kann aber nicht 
am Anfang und am Ende unabhangig voneinander beliebige Rand- 
bedingungen vorschreiben. 
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8. Der Fall g(x) > 0 in a<x<b. Jetzt ist durchweg ee > 0. 


@ ist also eine monoton wachsende Funktion. Sobald @ ein Viel- 
faches von a wird, wird y(x) =O und sobald es ein ungerades 
It 
2 
da8 gegebenen Randbedingungen (6) bzw. (7) fiir passende positive g 
genugt werden kann. Es wird nicht fiir jedes g jeder Randbedingung 
genugt werden kénnen, da ja durch Angabe von # (a) das #(x), also 
auch #(b), bestimmt ist. Aber es ist jetzt durchaus denkbar, da8 fiir 
gewisse Differentialgleichungen die erste Randwertaufgabe lésbar ist. 


Vielfaches von wird, ist y’(x) =0. Nunmehr ist es durchaus denkbar, 


4. Vergleich verschiedener Differentialgleichungen. Um _ dariiber 
Klarheit zu gewinnen, untersuchen wir, wie bei gegebenem #(a) das 
@(b) von g abhangt. Wir stellen fest: 

Sind zwet Differentialgleichungen (1) bzw. zwei Systeme (4) gegeben 
mit gq = q,(x%) und q=4q,(x) und ist g(x) > q(x) m eS xb 
und sind (x) und @,(x) die entsprechenden Losungen von (4), 
#, (a) = 3, (b), so tst B(x) > 8, (x) fira<xsb: 

Es ist namlich 


(9) _ = 3 cos? Hy + gy sin? B,, 
(10) ht = 500s" 0, + qsin?d,. 


In einem gemeinsamen Punkt beider Lésungen ist 
dx a CLEA ~ 


Das Gleichheitszeichen steht hier nur dann, wenn an jener Stelle 
sin ?, = sind, =0 ist (es ist ja g, > 4, angenommen). Da #,(x) wie 
@,(x) monoton wachsende Funktionen sind, gibt es nur endlich viele 
solcher Schnittpunkte. Wenn aber in einem derselben 0, —#, von 
positiven zu negativen Werten tiberginge, so betrachte man statt 
0,(x) eine Lésung 8, (x) von (9), die durch einen anderen Punkt von 
@ =%,(x) geht, der gentigend nahe bei dem eben betrachteten Schnitt- 
_ punkt liegt. Daher ginge in der Nahe des bisherigen Schnittpunktes 
auch 8, (x) —#,(x) von positiven zu negativen Werten tuber. Da es 


sich aber jetzt um Schnittpunkte handelt, in denen #, bzw. #, kein 
Vielfaches von z ist, so ist dies nicht méglich. Daher geht in jedem 
Schnittpunkt @, — 0, bei wachsendem x zu positiven Werten tiber. Da 
9,(a) =0,(a) ist, so ist 0, >, fir a <% <b. Namentlich also ist 
3, (6) > 9, (0). | 

Bei dem eben bewiesenen Satz ist kein Gebrauch von gq, > gemacht 
worden. Es gilt also fiir beliebige stetige F unktionen 1 (*)- 
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5. Differentialgleichungen mit Parameter. Wir betrachten nun na- 
mentlich eine einparametrige Schar von Funktionen 


q(x) = 9 (x, A) 


und nehmen an, daB gleichmaSig in aS x¥ <b sei 


lim g(x,4)=—o, 
11) cree 
( lim q(%,4)= +0. 
A>-+ 0 


Man kann also z. B. q(x, A) = qo(x) +Ar(x),7(x) > 0 nehmen. Be- 
trachten wir die Differentialgleichungen 

diy 1 ah ate 

Pas p cost O,+ 7 sin V4; 
so wird nach dem Bisherigen #, (8) eine mit A zugleich monoton wach- 
sende Funktion von A. Dazu ist jetzt 


lim #,(0) =0, lim (0) = +o, 
A—>—o 4 


—>+o0 


wenn man 0 <#, (a) = « <a annimmt, wie schon weiter oben bemerkt 
war. Man wahle eine Zahl «’, fiir die OS a < a’ <a ist. Wir wahlen 
alsdann eine Zahl Ay so, daB fiir A </, und 


(12) 0 <3 prs ha, 
AY ek Oye aint 
p cos o+ 7 on o<0 

ausfallt. Die Kurve 8 =@, (x) kann dann keinen Punkt mit der Geraden 
P=’ Tp 


gemein haben. Denn fiir x =a ist 3, (a) < «’, die Kurve also unter der 
Geraden gelegen, und in jedem Punkt der Geraden, die ja dem Streifen 
(12) angehort, ware 


aby 
ar? 
Also ist 
| 0,(b) << B. 
Da man 0 < £8 < a’ beliebig annehmen kann, so ist damit 
A—— 0 
bewiesen. 


Man wahle andererseits eine Zahl B > « und bestimme einen die 
Punkte (a, «) und (8, 8) bestimmenden Streckenzug der (%, #)-Ebene so, 
da8 fiir @ Werte, die Vielfache von x sind, seine Ableitung kleiner als 


eae pepeme 
ry wird. Wahlt man dannd hinreichend groB, so ist fiir alle Punkte des 
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Streckenzugs 
adi 
ax 


dé , 
gréBer als das > des Streckenzugs. Da aber bei x =a die Kurve 


8 =%, (x) den Streckenzug schneidet, so muB sie in ihrem weiteren Ver- 
lauf stets eine gréBere Ordinate haben. Also ist 


0, (6) > B. 
Und damit ist auch 
lim @,(b) = + co 


A—>+0 
bewiesen. 

Aus diesen Uberlegungen folgt, daB manA stets auf genau eine Weise 
so wahlen kann, daB #(a) =a, & (b) = B gegebene Werte sind, fiir die 
0Sa<a, Bp >0 ist. 

Hieraus wieder flieBt der Beweis fiir das 


6. Oszillationstheorem. In ax <b seien die Koeffizienten p(x), 
Go(x), r(x) von 


(13) so (0 (2) 2) + (go + Ar (x) 9 = 0 


stetig, dazu sei p >0,r >0. Dann gibt es genau eine Folge von Para- 
meterwerten 
pat Re 

mit 2, > CO derart, daB die Differentialgleichung (13) fiir A =A, eine 
den Randbedingungen (6) geniigende Losung besitzt. Die zwd, gehorige 
Lésung ist bis auf einen Faktor eindeutig bestimmt und besitzt im Inter- 
vallinneren a <x <b genau n (einfache) Nullstellen. 

Es gibt genau einen Wert /,, fiir den 

ae = 7 cos? On + (do + An 7) Sin? b, 

eine Lésung besitzt, fiir die b(a) = «, (6) =B +nzist OSa <n), 
(0<f <z). Diese Lésung ist eindeutig bestimmt. Die ihr zugeord- 
neten Lésungen y,, von (1) sind bis auf einen Faktor bestimmt. Fiir sie 
ist (6) erfiillt. Da #(8) monoton mit A wachst, so ist A,,,; >4,, und da 
#(b) — co fiirA > oo, so ist A, > 00 fir n> .~ 


7. Eigenwerte und Eigenfunktionen. Man nennt die /, die Eigenwerte 
und die y,,(x) die Eigenfunktionen der Differentialgleichung 


(14) ay (62) + Got ary =0 


fiir die gegebenen Randbedingungen (6). Die S. 152 angegebene Iden- 
titat 
yL (2) —2L (y) =7- <p (yz —2y’)) 
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lehrt, wenn man sie auf 
d du 
L(u) = (6 =) + You 


und zwei verschiedene Eigenwerte A, und /,, und die zugehérigen Eigen- 
funktionen y, und y,, anwendet : 


d , / 
Daraus folgt wegen (6) und wegen A, =F Am 


b 

J 1 (2) Yn (®) Ym (1) 4 = 0. 

a 
Wir sprechen dies aus, indem wir sagen: die Eigenfunktionen ver- 
schiedener Eigenwerte seien orthogonal zueinander. Da y, nur bis auf 
einen Faktor bestimmt ist, so darf man annehmen, da8 


e 


b 

Jrydx=1 

a 

ist. Wir nennen dann die Eigenfunktionen normiert. Ist 


(15) f (%) = Cy Vo (*) + 61%. (%) +... 


eine gleichmaBig konvergente Reihe mit konstanten Koeffizienten c,, 
so folgt durch gliedweises Integrieren analog wie in der Theorie der 
Fourterschen Reihen 


b 
(16) C= Jt yn de. 


So erhebt sich die Frage, inwieweit man gegebene Funktionen / (x) 
durch (15) und (16) in Reihen nach den Eigenfunktionen entwickeln 
kann. Die nun folgenden Ausfiihrungen haben die Beantwortung dieser 
Frage zum Ziel. Wir nennen den sich schlieBlich ergebenden Satz den 
Entwicklungssatz. 


8. Vergleich von Differentialgleichungen. Zum Schlu8 dieses Para- 
graphen mégen nun noch einige Abschatzungen mitgeteilt werden, 
betreffend die Lage der Nullstellen der Lésungen einer Differential- 
gleichung (1) und damit im Zusammenhang, betreffend die GréBe der 
Eigenwerte. Die zum Beweis des Oszillationstheorems vorgefiihrte, von 
PRUFER erdachte Methode erscheint fiir diesen Zweck hervorragend 
geeignet, da sie es erlaubt, in bequemer Weise die Erfiillbarkeit beider 
Randbedingungen nachzupriifen. Es mag auch eine reizvolle Aufgabe 
sein, den Beweis fiir die monotone Abhangigkeit des #, (b) von A auf 
S. 166/167 zu einer Abschatzung durchzubilden. Einfacher erscheint es 
mir aber, zu diesem Zwecke unmittelbar an die Differentialgleichung (1) 
anzuknipfen. Fir sie gilt namlich eine Bemerkung analog der, die wir 
S. 165 fiir die zweite Differentialgleichung (4) bewiesen haben. Hier 
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gehort in gewissem Sinne zur Differentialgleichung mit gréBerem q 
die kleinere Lésung. 
Sind namlich 
(oy) ta%1=9, 
(17) ; 
qx (Pe) + Y2V2=0 


zwei Differentialgleichungen mit gleichem , aber verschiedenem q, 
so mégen Lésungen betrachtet werden, die bei x = a derselben Rand- 
bedingung (6) geniigen. Multipliziert man die erste Differentialgleichung 
(17) mit y, und die zweite mit y, und subtrahiert, so wird 


d , d : 
Rs (p93) po eel eb) + (%1 — 92) Vi Ve = O 
oder, was dasselbe ist, 


ad , , 
(18) Tq (P (V2 91 — ¥1 V2) — (M1 — 92) V1 2 = O- 
Nun ist bei x =a 


Va Tr Viye = 0. 
Denn wir haben ja dort 


cos % V; (4) — p (4) sin ay; (a) = 0, 
COs & V_ (a4) — p (a) sin «Vp (a) = 0. 


Da aber cos« und #(a) sin « nicht beide verschwinden, so ist die 
Determinante dieser beiden Gleichungen Null. Integriert man daher 
(18) von a bis x, so kommt 


x 


(19) b (voy, — 91.92) = S (aa (E) — 44 (E)) 71 (6) 92 (E)4E. 


a 
Nun sei g,(*) > q,(%) ina <x <b. Weiter seien bei x = a sowohl 
y(a) wie y’(a) vorgeschrieben, und zwar y,(a2) = y2(a), ¥{(a@) =4¥5(2) 
und es sei entweder y,(a) >0, oder yj (2) >0, so daB also entweder 
bei x = a oder dicht hinter x = a sowohl y,(x) > 0, als y2(x) > 0 gilt. 
Dann ist die rechte Seite von (19) positiv, solange x >a so nahe bei 
a liegt, daB keine weitere Nullstelle von y, (x) oder von ¥,(%) zwischen 

a und x liegt. So lange ist also 


VoV1 —ViVo > 0. 


Also auch | 
YoV4 — W148 >0 
y3 
fir alle diese x >a. D.h. 
d [yx 
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fiir alle diese x > a. Da aber 
lime 11 


x—>a72 


ist, so folgt, daB 


(20) a (%) > Yo (*) 
fiir alle x > a, die so beschaffen sind, da8 zwischen a und x weder eine 
Nullstelle von y, noch eine von y, liegt. (20) lehrt aber, daB die auf a 
folgende Nullstelle von y,(%) sicher weiter von a entfernt ist, als die 
auf a folgende von y,(x). Je gréBer also g wird, um so naher riickt eine 
etwa vorhandene, zundchst bei a gelegene Nullstelle an a heran. K6nnen 
wir also fiir irgendein g die Existenz und Lage einer auf a folgenden 
Nullstelle angeben, so haben wir fiir alle gréBeren g eine obere, fiir alle 
kleineren g eine untere Schranke fiir den Abstand, den die auf a fol- 
gende Nullstelle von a besitzt. Zu prazisen zahlenmaBigen Abschatzun- 
gen gelangt man also durch das Studium spezieller Differentialglei- 
chungen. 
Am bequemsten zu tibersehen sind nun Differentialgleichungen 

2’ +mz=0 
mit konstantem m und mit ihnen sind dann bequem Differentialglei- 
chungen 


(21) z+ Q(é)z=0 
zu vergleichen. 

9. Sturm-Liouviresche Differentialgleichungen. STURM-LIOUVILLE- 
sche Differentialgleichungen (1) sind nun aber durch eine gewisse Sub- 


stitution in Differentialgleichungen (21) ttberzufiihren. Betrachten wir 
namlich die Funktion 


x 
] dt 
V (a) J Ve (é) 
so wird 
aq dy 1/ ae Il Pe ‘ 
Driicken wir also in dem Koeffizienten von z gemaB 
na peut: 
VP (é) 
a 


x durch § aus und bezeichnen ihn dann mit Q(é&), so wird durch (22) 
eine umkehrbar eindeutige Beziehung zwischen den Lésungen von (21) 
und denen von (1) hergestellt. Reach man noch, daB dabei das Inter- 


vala<gxSb in OSES as Jom ubergeht und daB Randbedin- 
a 
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gungen (6) in gleichartige Randbedingungen fiir z an den Enden des 
Bildintervalles iibergehen, so mag es gerechtfertigt erscheinen, wenn 
wir die weiteren Betrachtungen an StuRM-LIoUvILLEschen Differential- 
gleichungen mit # = 1 ankniipfen. 


10. Abschadtzung der Nullstellen. Wir betrachten also nun weiter 
(23) Tat a(x)y=0 
mit Randbedingungen (6). 
Wir betrachten zunachst die Randwertaufgabe (6) fiir 
Seer 0 
bei konstantem m? > 0. Setzt man die allgemeine Lésung in der Form 
y = c, cos m(x — a) + cysin m(x — a) 


an, so rechnet man leicht nach, daB die Randbedingungen (6) dann, 
und nur dann, eine nichttriviale Lésung zulassen, wenn m der Glei- 
chung 


sin m (b— a) (cosa cosB + m? sin « sin B) — m cosm (b —a) sin(B —a) =0 


geniigt. Also sind z. B. 
; h? a? 

as ea games (= 1-2) 3.58%) 

die Eigenwerte fiir « =f. Merkwiirdigerweise sind es fir alle diese 

Randbedingungen dieselben. Also Eigenfunktionen ergeben sich 


y = msin«-cosm(x — a) + cosasin m(x — a). 


Fiir beliebige m geniigen diese der Randbedingung (6) bei x =a. Ist 
m ein Eigenwert, so geniigen sie beiden Randbedingungen (6). Fihrt 
man noch einen Winkel y ein, fiir den 


m sin “ COS & 
cosSmy = 


sinmy = 


Joos? a + m? sin? a” Joos? a ++ m? sin? « 
ist, so kann man auch (0S a<z), (0S y <a) 
sin my cosm(x — a) + cosy sinm(% — a), 
d.h. 
y =sinm(x —a-+y) 


als Eigenfunktionen betrachten. Ihre erste auf a folgende Nullstelle 
liegt bei 
pli 
a +. ™ es 
und die iibrigen Nullstellen unterscheiden sich davon um Vielfache 


von =. . Betrachtet man dann eine Differentialgleichung 


(22) y’ + 4(x)y=9, 
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in der g > m? ist, und betrachtet fiir sie auch die Randbedingung (6), 
so besitzt die zugehérige Lésung nach den schon durchgefuhrten Uber- 
legungen jedenfalls zwischen 


a und a+——y 


eine Nullstelle, wofern = —y<b-—a ist, also sicher dann, wenn 


xz <m(b—a). Betrachtet man aber eine Differentialgleichung mit 
qg <_m? und lost fiir sie die Randwertaufgabe (6), so besitzt die Losung 
sicher keine Nullstelle zwischen 


a und a+ —y, 


Wie steht es aber mit den iibrigen Nullstellen? Hier ergibt sich aus 
unseren allgemeinen Betrachtungen tiber den Vergleich der Lésungen 
zweier STURM-Liouvit1Escher Differentialgleichungen das folgende 
Resultat: 

Wenn in dem Intervalla <x <b 


(23) 0 < mm < q(x) < 


ist, so gilt fiir den Abstand 6 zweier aufeinanderfolgender Nullstellen 
einer beliebigen Losung von (22) die Abschatzung 


(24) ee 


Betrachtet man namlich zwei aufeinanderfolgende Nullstellen einer 
Lésung von (22) aus dem Intervall a < x <b, so ziehe man zum Ver- 
gleich diejenigen Lésungen der Differentialgleichungen 


y’ + my =0, 

yl” + My =0 
heran, die an derjenigen der beiden Stellen verschwindet, welche die 
kleinere Abszisse besitzt, und wende unter Heranziehung der ersten 

Randwertaufgabe das bisher Gesagte an. 
11. Abschatzung der Eigenwerte. Hieraus ergeben sich unmittelbar 
Abschatzungen tiber die Anzahl der Nullstellen, welche eine Lésung 


von (22) bei (23) in a< x < bd besitzt. Es ist namlich, wenn man nur 
die Nullstellen im Intervallinneren zahlt, fiir ihre Anzahl n 


(25) tm Sn<*= 4M, 


4 


Da nun nach dem Oszillationstheorem der n-te Eigenwert dadurch 
charakterisiert ist, daB in das Intervallinnere n Nullstellen der Lésung 
fallen, so ergibt sich z. B. fiir Differentialgleichungen 


y + Ag{x)y =0 
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fur den n-ten Eigenwert die Abschatzung 


n2 Shed n2 m2 
a ee 


(6 — a)?M? = “nr = (6 — a)? m?* 


(26) 


Betrachten wir weiter Differentialgleichungen 
(27) y+ (9(*) + Ay =O. 
Dann folgt nach (25) fiir die Anzahl der Nullstellen 


b—a Soir Sa. pR— ———_————- 
Sapa |m =e A, a n Ss <= ve an Ans 
Also 


Cae so jeenee Gees Aad 


ae n n2 a n2 


Fir 1 — oo folgt hieraus 


lim 
n->c 


Man schreibt dafiir auch 
n= 72 

(6 —a)?* 
Dies bemerkenswerte Ergebnis besagt, daB das asymptotische Ver- 
halten der Eigenwerte fiir alle Randwertaufgaben (6) der Differential- 
gleichung (27) das gleiche ist. 

Das Ergebnis (25) kann man noch wie folgt verscharfen: Man be- 
trachte zwei Differentialgleichungen: 


Wat), =9, - 
Yo + I2(*) Ye = 0 Ge aaa 4s 0: 


Man betrachte Losungen beider, die bei x =a die gleiche Randbedin- 
gung (6) erfiillen. Dann wird die k-te auf a folgende Nullstelle von 
4_(x) vor der k-ten auf a folgenden Nullstelle von +, (x) angetroffen. Fir 
die erste auf a folgende Nullstelle wurde diese Angabe oben bewiesen. 
Wir beweisen sie durch vollstandige Induktion allgemein. Sie sei also fiir 
die n-ten Nullstellen richtig. Die -te Nullstelle 7, von y.(x) liege also 
vor der n-ten Nullstelle &, von y,(x). Alsdann konstruiere man eine 
Lésung y,(x) der ersten Differentialgleichung, welche bei 7, verschwin- 
det und suche ihre folgende Nullstelle. Die erste auf 7, folgende Null- 
stelle von ¥,(x) liegt dann erst jenseits von 7,4,, weil y,(*) und y,(%) 
bei 7, beide verschwinden und y, zur Differentialgleichung mit klei- 
nerem g gehért. Die beiden Lésungen ¥,(x) und ¥, (x) dieser Differential- 
gleichungen stimmen nun entweder in ihren Nullstellen tiberein, oder 
aber zwischen je zwei aufeinanderfolgenden der einen liegt nach S. 156 
genau eine Nullstelle der anderen. Da aber &, zwischen den beiden 


aufeinanderfolgenden Nullstellen 7, und Dee von ¥, liegt, so liegt 
E,,,, erst jenseits &,,,, also erst recht (wie &,,,) jenseits p41. 


Wes: 
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§ 3. Hilfssatze zum Beweis des Entwicklungssatzes. 
1. Interpolation. Sind yo, y,,..-,Yn-1 Ue n ersten Eigenfunktionen, 
so kann man stets n Zahlen cy, ...,; Cn-1 80 bestimmen, dap 
COV0 Het On ty et 


an n in a<x <b gelegenen Stellen vorgeschriebene Werte annimmt. 
Sind x,...x, die Stellen, f,...f, die vorgeschriebenen Werte, so 
handelt es sich um die Auflésung des linearen Gleichungssystems 


n—1 
(1) D655) =f; (i = 1, 2,..., ). 
J= 
Dazu ist zu zeigen, daB 
n-1 
ess (%:) =0 (Ga nr 8) 
J= 
nur durch 
Co = oy = of 5 = 6,5, =0 


befriedigt werden kann. Daraus folgt ja, da8 dann die Determinante 
von (1) von Null verschieden ist. Es ist also zu zeigen: 
Hat 


CoYo(%) + +++ + lp_1 Yn—1(*) 
n verschiedene Nullstellen in a <x <b, so ist 
Coes Opes a eg lO: 
Der Beweis beruht auf den folgenden Eigenschaften, die nach § 2 
der Funktion y,(x) zukommen. 
a) Es gibt drei in a < x <b definierte Funktionen, $,¢,7, so daB 


p>90,r>0 und daB jedes y,(x) fiir einen geeigneten Wert von A 
einer Differentialgleichung 


(2) a (62) + @+4ny=0 


genigt. Fur verschiedene y, hat der Parameter A verschiedene Werte. . 
b) Fur *— a, und fir x > 6 ist 


(3) lim P(Yo¥, — Ye¥o) = 0. 
c) Fiir xa und fiir x > 6 existiert 

(4) lim 2% 

und ist +0. j 


d) y;,(*) hat in a << % <b héchstens k Nullstellen. 
Die genannten vier Eigenschaften kommen auch den Funktionen 


(5) 25 = P(VoVe+1 — Ve+1¥0)> (k =0,1...%—1) 
Zu. 
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1. Wendet man namlich die LacrancEsche Identitat (13) von S. 152 
auf y = yy und z = y,,, an, so kommt 


d : ’ 
(6) ax P(Yovk+1 — Ye +1Y0) = VoL (Ya+1) — Ya+1 L(y). 
Dabei ist 

d dy 
(7) L(y) = 3, (652) +9. 
Also ist 
(8) ae 
dix ov (Ao — Anti) 1VoVe+1- 
Daher wird 
Gofal Ras, d 1 - 

(9) az Fyhcae) = ae (ppp otal 909042) = (dy — Aa 4s) 385. 


2. Es ist fiir x >a und fir x > 0b 
lim Zn — 0 . 
Nach (8) existiert wegen (4) der Grenzwert von 


1 dx, 
ry2 dx 


Be Ge Ss 
Vo 
Daher ist fiir x > a und fiir x > } 
3) 1 , , 
lien a (70% — #420) = 0. 


3. Aus z,— 0 folgt wegen (4), daB 


op Sep Sapte Age Abin) HV OEE: 
Se eae (A, adh 75 1) 
existiert und + 0 ist. 

4. Zwischen zwei aufeinanderfolgenden Nullstellen von y, liegt héch- 
stens eine Nullstelle von z,. Wegen (8) kann némlich 2 sein Vorzeichen 
nicht wechseln, solange y;,, ein festes Vorzeichen hat. Denn auch 
vy und y, wechseln ihr Vorzeichen nicht. Zwischen a und der ersten Null- 
stelle von y,,,, und zwischen der letzten Nullstelle von y,,, und b 
kann z, nicht verschwinden. Denn dazwischen hat z, einerlei Vor- 
zeichen und es ist y,—> 0 fiir > a und fir +— bd. | 

Nun kann die Behauptung tiber die Interpolation durch vollstandige 
Induktion bewiesen werden. Sie ist gewiB richtig fir » =1, weil yp 
im Intervall nirgends verschwindet. Sie sei richtig fiir weniger als 
n Funktionen, also z. B. fiir z...2,-2. Hat dann 


f(x) = CoVo Sig Ae es Cn—1Yn-1 
mehr als ” Nullstellen in a < x <b, so hat 


aah : 
Pz (5) = Cy%q + +++ + Cn—12n-2 
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mindestens ” Nullstellen. Daher ist cy =cy =+** = Cn; = 0 und also 


f(x) = Co¥o- 
Diese hat aber fiir cy-+- 0 tiberhaupt keine Nullstellen in a<x% <b. 
Also istvauch cy = 0. 


2. Die Abgeschlossenheit. Ist eine stetige Funktion f(x) zu allen 
Eigenfunktionen orthogonal, so ist sie identisch Null. 


Aus 
b 


(10) frty,dx =0 (1 =0,1,...) 


folgt also. f=0 ina=*50. 

a) Wir nehmen an, es gebe eine nicht identisch verschwindende stetige 
Funktion /(x), die allen Gleichungen (10) gentigt und konstruieren 
eine weitere solche Funktion g(x), die auBerdem eine stetige Ableitung 
hat, und fiir die fg’ ebenfalls eine stetige Ableitung besitzt, und die - 
auBerdem den Randbedingungen (6) auf S.163 genitigt. Wir nennen eine 
solche Funktion reguldy. Man wiahle fiir 2 einen Wert, der von allen 
Eigenwerten verschieden ist, und bestimme g so, daB 


a (O52) + @+4ng=r 


ist, und daB (6) von S. 163 erfillt ist. Da A kein Eigenwert ist, so ist 
dies nach S. 159 méglich. Nun wende man die* LAGRANGEsche Identitat 
(13) von S. 152 auf g und y, an. Man setze darin 


d 


L(u) = (2) + qu. 


Dann liefert sie 


d 
— AT Yn + YEAtE — Vert = z= (bole ys — Vee’)) - 


Man integriere von a bis b, so kommt 
b 


6 
JAA) reyax = friyads. 


a 
Denn fiir ¥ =a und fiir x = 0 ist 


(11) SV — Yue’ =0. 
Z. B. bei x =a ist doch 
cos ay, (a) — sina p (a) yk (a) = 0, 
cos a g(a) — sina (a) g’ (a) = 0. 
Da cosa und <A i2) sin a nicht beide verschwinden, so gilt (11). Aus 
A +4; und Srindx=o folgt also — 


b 
S rev. = 0% 
a 
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b) Verschwindet eine regulare Funktion g(x) fiir alle in a <x <b 
gelegenen Nullstellen eines y, (x), so ist 


b b 
(12) Sel (g)dx +a Sreetdx <0. 


Da g denselben Randbedingungen wie y, geniigt und im Intervall- 
inneren an den gleichen Stellen wie y, verschwindet, so ist = in 


a <x <b stetig. Wenn namlich y,;, am Randeé verschwindet, so Pots 
g wegen der Randbedingungen. y, hat aber nur einfache Nullstellen, 
weil es nicht = 0 ist. 

Nun ist nach der Identitat von LAGRANGE 


— ( (veg — ey')) = 5 (vel (g) — gL (yx) 


s 


+ ee — 991)" 
Vk 


= gL (ge) +Ayrget+ p(y — 2%) 


an allen Stellen richtig, wo y, + 0 ist. Da aber a durchweg stetig ist, 
k 


so liefert die Integration von a bis b 


b ; . 
O=fglle)dx taf retdx + Sole —fx) ax, 


worin die Behauptung liegt. 
c) Gentigt eine reguldre Funktion f den Gleichungen 


b 
Srty,ax =0, be Ol at ales 
a ‘ 


so ist 
b 


b 
(13) SiL(adx +a, frpdx <0. 


a 


Man bestimme nach 1. einen Punkt 
Ca Ve i 7 Ake ) n=18 


der an den ” Nullstellen von y, (x) aus a << x < 6 mit f iibereinstimmt. 
Dann ist 

&(%) =f (%) — 9% * °° — onan 
regular und verschwindet an den » Nullstellen von y, aus a <% <b. 
Daher ist b) auf g anwendbar. Aus der Lacranceschen Identitat folgt 
aber 


b b 6 
SyLidx = ffLiyjdx = —ASrtydx=0 ((=0,1,...,.0—1). 


; a 
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Ferner ist fiir normierte sea ah Vr 
Otnn7 3 


Daher en 


n= 


b b 
SeLig)dx = ffL (fax — Sota. 


b b n—1 
Srgedx = frftdx+ See 
a a 1=0 


Tragt man dies in die in b) bewiesene Formel ein, so wird 


b b nee 
{fi@ax de (ode = ee 
a a 4+=0 


Wegen 
An > Ae (= 0, a) 


folgt hieraus die Behauptung c). 

d) Wenn nun ein /(x) den Gleichungen (10) genitigt, so bilde man 
nach a) ein regulares /(x), das dieselben Gleichungen erfillt. Nach c) 
wird dann fiir alle n 


6 b 
(14) An, rPdx < — ffl (fax 


b 
Nun ist aber 2,,— oo fiir »— oo. Ware frpdx + 0, so enthielte 
a 


b 
_ (14) etwas Ungereimtes. Daher ist f 7/*dx% =O, Das} stetig ist) so 


a 
folgt hieraus / = 0, womit die Abgeschlossenheit bewiesen ist. 


§ 4. Beweis des Entwicklungssatzes. 3 


1. Reduktion auf eine Konvergenzfrage. Der in §3 bewiesene Ab- 
geschlossenheitssatz erlaubt es, die Entwicklungsfrage auf eine Kon- 
vergenzfrage zu reduzieren. Wenn namlich /(x) eine stetige Funktion 
ist, und wenn die mit den Koeffizienten 


b 
= fryfdx (Re=rOeT ee) 
a 
gebildete Reihe! 
CM aria eae O e 
ina<*x <b gleichmaBig konvergiert, so ist 


h(a) eo ore Viren 


1 Die y, sind normierte Eigenfunktionen. 
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ina@Sx<b. Setzt man namlich 


D(x) =f (%) —%%—%4%--- 
$o ist D(x) ina x <b stetig und 


s : 
fry,Ddx =0 (A= 0,1...) 
a 


Nach dem Abgeschlossenheitssatz ist daher D(x) =Oinax<x<b. 

Es bleibt somit nur die gleichmaBige Konvergenz jener Reihe fiir 
gewisse Funktionenklassen {(x) zu beweisen. 

Der Beweis ergibt sich aus einem allgemeinen Konvergenzsatz, 
den ERHARD SCHMIDT an die Spitze seiner klassischen Abhandlungen 
uber Integralgleichungen gestellt hat, Abhandlungen, die weit wtiber 


die Probleme hinaus, denen sie zundchst galten, bahnbrechend ge- 
wirkt haben. 


2. Allgemeiner Konvergenzsatz iiber Orthogonalfunktionen. Es set 
Pilt), Po(*), «>, 


eine Folge in a x<b stetiger normierter Orthogonalfunktionen. Es 
set also 


(15) Je pydx = 
Es set f(x) inaSxXb erklart und es existiere 
fr (sax und SFP ae: 
Es sei G (x, &) m ax<x<b,asé<b erklirt; es sei 
(16) fic (x, &) Pax. = G (é) <M? 


fiir alle a < E <b, wobei M eine von E unabhangige Zahl ist. 
Dann konvergiert 


aly Le b 
> fFo,dx-f[Go,dx 
n=14¢4 a 
inaS&<b absolut und gleichmaBig . 
Aus (15) folgt 


b es: b n 6 
: f(F—So.J Fo:dxPax =f Fedx — SHS Fede? >0. 
a 1 a a a . 
Da somit die Partialsummen der Reihe nichtnegativer Glieder 
o 5b 
an) S(frovas} 
a 


12* 
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unter der von 1 cunabhangigen: ‘Schranke 


f F* dx 

a 
liegen, so ist die Reihe (17) konvergent. Schreibt man statt F ein G 
und halt £ fest, so findet man durch die gleichen Uberlegungen und 


unter Beachtung von (16), daB- 


bs ed: 
SASG (x, 8) pidx)? <M. 


Nun beachte man, daB 
sey (2 n+p, 6 


i) b 
Sf redzllf[Geae|*< 3 ([Fo.dx}-_> {[eg.az} 
i=n a a i=n G Sie oF 
ist}. 
Daher ist 


n+ b b (oe) b 
as) - “S| fFe,.ax||fe.ax|< ul Stfroas} 
US 4 a t=n 4G 


Da aber die Reihe (17) konvergiert, so kann man 1 so groB wahlen, 
daB die rechte Seite kleiner als eine vorgeschriebene positive Zahl ¢ 
wird. Da die Schranke, oberhalb deren dazu m liegen mu8, von p un- 
abhangig ist, so ist die Reihe linker Hand von (18) konvergent. Damit 
ist der allgemeine Konvergenzsatz bewiesen. | 


3. Entwicklungssatz. Wir formulieren nun den Entwicklungssatz. 

Entwicklungssatz?: Ist f(x) in aS xb stetig und zerfallt das 
Intervall a <= x < bd in endlich viele abgeschlossene Intervalle, in deren 
jedem f(x) eine stetige Ableitung besitzt, ist auBerdem f(x) an jedem 
Intervallende Null, an dem fiir die Eigenfunktionen y,, verschwindende 
Randwerte vorgeschrieben sind, so ist die Reihe 


SD, wf rfy, dé 


in a<=%* <b absolut und gleichmaBig konvergent. 


1 Setzt man 


b b 
a%=|fFordz|, b=|fGqax|, 
a a 
so bedeutet dies, daB 
(X40)? S a4 Pn: 
ist. Nun aber ist ftir beliebige reelle +,, 72 
2X (¥145 + %2b;)? = 43 Yat + 241%, Yayds + 3 O7 20. 
Also ist 
(2) 4; 5;)? — au "> OF S0. 
» Man vgl. die Bemerkungen von S. 178/179 iiber die Méglichkeit, den Entwick- 
lungssatz als Konvergenzsatz zu formulieren. 
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Man gewinnt den Beweis, wenn man in dem allgemeinen Kon- 
vergenzsatz statt der o,,F,G geeignete Funktionen eintragt. Wir 
nehmen 


Pn = ae yas iss eel ot ae 


Wenn an einem Raho Randwerte Null vorgeschrieben sind, 


(*) 


so verstehe man dort unter - " den Grenzwert von ah bei Annaherung 


an den Randpunkt. Dann sind die ¢,,(x) in a < x <b stetig. Sie sind 
normiert und orthogonal. Denn es ist 


b 
: ad y ye 253 Vo; ViVo 
Jeipiax =~ el Ys — yer) (22727 ax 


ir FRE ey ae fo VeVi Vi) a eet) ax 


1 
i LS a 


iE Pye — v9) | 


pe ax (P Yovi — io) a%- 


Der ausintegrierte Bestandteil ist Null nach einer schon S. 176 benutzten 
Bemerkung. Unter dem Integral wende man die Identitat von LAGRANGE 
an. Dann bekommt man 

b 


1 V3 
g LY), L d 
fo. Qiax = ir a, fre (Yo (V:) ys (Vo)) x 
- b 
= V4 1-1; | i d 
ee: i7Vi Vo t+ 407Vi V0) aX 
a 


b 
_ 04 pz 
= eh fryde ={y s! 
Vs = 4a Yas = foe ee tk 
Nun nehme man. 
wi piclted ’ 
P= VP (i =o) 


; Das Intervall zerfallt nach unseren Voraussetzungen tiber f in endlich 
viele abgeschlossene Intervalle, in deren jedem F stetig ist. Daher existiert 


b b 
fFdx und fFdx. 
a a 
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Dann ist 
b b 
fFy,dx= V4a,—AySrty dx. 
a a / 


Man beweist dies, indem man in der gerade vorhin angestellten Be- 


trachtung g,; durch ersetzt. Da f 


Ta t 
, also y,; durch 
as 2 shucleotyaes 
stetig ist, kann auch die partielle Integration unverandert durchgefihrt 
werden. 


Weiter setze man 


x 
G (x, ep | 1) 280 at. ==, 
es) Taner e eos 
Gin eS ecw | 2o at E<ud<b. 
V 2 (#) ¥o(*) ’ = 


b 
G(x, €) ist beschrankt und fiir x + & stetig!. Fir x = & aber wird 
b 


1 1 
G 0, —G — 0, — 2(t\ dt = — ——————e 
(E506) — Ce 0.8) = frosso “at 


Somit existiert 


b b 
SG(x,é)dx und fG(x,&)dx 


und gibt es eine Zahl M2, so daB 


b 
J G(x,8)dx <M 


a 


fir alle a< é< }b. Dann wird 


| Go,d eee V2) (yy 2m, 
f WLS a tal? (t) Vo (¢) dt: aaa y M0) a 


vate iaety Ve Wine 
So t t) dt ener be 
"een (v4 “ ¥4) dex 


1 Wenn z. B. y(a) = 0 sein sollte, so ist fiir x < & 


_ 7 


: 1 
lim ——— 2 a 
bats mA fro Yo (t) dt =0 


a 
und fiir > € und geniigend nahe bei a gelegene x 


| Po(€) | < | Go(*) 
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b x 
(€) d /% 
7 ae jierseaile (t) Yo(t) dt-dx 
t ar ; ; 
vol) rel £ 
&) ¥y k 
a [ross eae zal f 2a (x) 92 (2x) dx 
7 ; ; ; 


fs 
ard Vo (€) ne (t) y 2 (t) dt + SAS pao ) 7 (x) y2(x) ax 


VAs — Aq ¥0(E) Vas ~ doy *) 
o (6) ° 
1 athe 
cae oe {Speed a? | 
= 


Tragt man die gefundenen Ergebnisse in den allgemeinen Kon- 
‘vergenzsatz ein, so erkennt man die Richtigkeit des Entwicklungs- 
satzes. 


4. Fourtersche Reihen. Dieser allgemeine Entwicklungssatz er- 
innert an den analogen Satz in der Theorie der Fourrerschen Reihen}. 
Dort wird gelehrt, daB man jede in —xa <x <a abteilungsweise 
stetig differenzierbare Funktion in der Form 


f(s) = ve a a alde cosnx + b, sinnx) 


n=1 


entwickeln kann. Hier ist 


Le x {fe cosn x ax | 
= x ff) sin nx dx | 


Die FourieRschen Reihen sind kein Spezialfall der allgemeinen 
SturM-LiouviLLEschen Entwicklungen. Denn die Funktionen 


(19) 1, cos%, cos2%,..., sinx, sin24%, 


sind keine Funktionenfolge, die fir --~miixSan Feta ey 


1 Vgl. z. B. meinen Leitfaden der ee 3. Aufl., S. 78ff. Leipzig: 
B. G. TEUBNER 1928. 
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vom SturM-LiouvitLEschen Typus geniigen. Sie sind gewif Integrale 
der Differentialgleichungen 
yl" + ny = 0 
der cos ux und sin nx geniigen. Bei x =a aber sind 
; F fcosacosnm fir y, = cosnx, 
COS & Yq (It) — SiN & p(T) =). : 
|sinacosna fir y, =sinnx. 


Fir kein « sind beide Werte Null. Daher ist die Folge (19) keine 
Folge Srurm-LiouvitiEscher Eigenfunktionen. Wenn aber /(%) in 
—n ix <x stetig ist und f(—2z) = f(z) ist, so entwickle man 


f(*) + f=) 
2 


in 0 <%* <a nach den Eigenfunktionen von 
(20) y" +Ay=0, 
und den Randbedingungen 

uw (0) = u' (x) = 0 


Ea 4) 
2 


in 0 <% <a nach den Eigenfunktionen von (20), die 
u(0) = u(x) = 0 


gentigen. Beide Male sind die Eigenwerte A = 12. Im ersten Fall sind 
die Eigenfunktionen abgesehen von der Normierung 


und 


COSY COS Opie 


‘im zweiten Falle 
SHS, SOP Bes Sax 


Also wird 
AO SF a cosy 
Cee eS eins yee 
Daher ist 
f(x) = 2 + (a,cosx + by sinx) + --- fur. .0' = 4 
und 
f(—#) = + (@qcosx—b,sinx) +--+: fre On Naan 


Somit ist 
f(x) = + (a, cosx + by sinx) + --- auch dir (—2<~ <0. 


Die Voraussetzung f(x) = f(—2) muBte gemacht werden, damit 


IAM rend (mit) . S 
2 
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fir x = 0 und fiir « =z verschwindet. Denn die hier gewahlten Eigen- 
funktionen verschwinden bei 0 und z. Unser allgemeiner Entwicklungs- 
satz bezieht sich aber in solchen Fallen auf Funktionen, die gleichfalls 
bei 0 und z verschwinden. 


§ 5. Die BEssELsche Differentialgleichung 
rr 1 ’ 2 
y"+oy +(1—S)y=0. 


1. Bessetsche Funktionen. Ich behandle sie als Beispiel zu den all- 
gemeinen Erérterungen der vorstehenden Paragraphen, obwohl dabei 
nicht alle Voraussetzungen jener Paragraphen erfiillt sind. 1 sei eine 
reelle, nichtnegative, nicht notwendig ganze Zahl. 

Zunachst wollen wir feststellen, daB diese Differentialgleichung stets 
ein bei x = 0 endliches Integral besitzt, obwohl x =0 ein singularer 
Punkt ist. Zu diesem Zweck machen wir den Ansatz 


Ore (n= 0). 
Fir v ergibt sich dann die Differentialgleichung 
xv’ + (2n+1)v' +xv=0. 
Wir versuchen nun, derselben durch eine Potenzreihe 
V= a +ax+taxr+-- 
zu geniigen. Setzt man sie ein, so erhalt man 
KV = Ay% tax? +---+ay,mttt ay xemt2 4... 
(2m + 1) v0’ = (2n+ ja, + 2(2n+1 )ag% + 3(2n + 1) agx*+--- 
+ (20 + 1) (2m + 2) domse 
+ (2n + 1) pe + 3) dgm4gx?™*t? + - 
xv’ = 2a,x + 6a,x? + + (2m + 2) (2m + 1) dgmyox?™t1 
+ (2m + 3) pe oe) ne el 
Da die Summe Null sein soll, so gentigt man der Gleichung, wenn 
man die Koeffizienten der einzelnen x-Potenzen in der Summe Null 
setzt. Das fiihrt zu den Gleichungen 
a, =0 
a4+4(n+1)a, =0 
a, + 3(2n + 3) a, =0 
a+8(n+2)a, =0 


x2m+1 


Am + Fm aa°2 (2m + 2) (m +n +1) =0 
fgm+1 + Fam+3 (2m + 3)(2(n + m) + 3)=0. 


uc mises one eof (a) Us ) 6 eamecolee vials Baier, 6 6) lene. ge) Way “97:0: \ es oe 
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Man berechnet daraus 


a,=0 

ee ee ey 

oe ad: grat 0 

InglatTrs 1 1 
Gime Cr, L) 5. ode gol oat NAST Da RIEL oa 


Aom+1— 9. 
So findet man als Lésung schlieBlich 


ee eats bee 1 
(1) U = a >; ( 1) Q2m mm! h=m 7 
m=0 IT (n +h) 
h=1 


Da diese Potenzreihe nun offenbar einen von Null verschiedenen Kon- 
vergenzradius hat, so ist nachtraglich einzusehen, daB unser Verfahren, 
das ein gliedweises Differenzieren der Reihe usw. benutzte, in Ord- 
nung ist. 

Die Methode, die wir hier verwendeten, heiBt Methode der un- 
bestimmten Koeffizienten. Wir werden sie noch haufig bei der Inte- 
gration der linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung verwenden. 

Ich setze nun noch wie tblich 


“xem, 


=H 1 
4 = 95 T(n + 1) 
und bezeichne 
ns x" is ‘7 m 1 1 1 2m 
(2) J. RTH = = | 1) gntim Pimp 1) P(mpnth~ * 


Man nennt die hierdurch dargestellte ganze Funktion die BESSELsche 
Funktion n-ter Ordnung}. 


2. Nullstellen. Uber ihre Nullstellen bekommen wir AufschluB, 
wenn wir durch die Substitution 
1 
\x 

1 Wir wollen uns jetzt nicht dabei aufhalten, nachzuweisen, daB das ge- 
fundene das einzige bei + = 0 endliche Integral ist. Denn spater, S. 219, wird 
sich das aus allgemeinen Methoden ganz von selbst ergeben. Bei nicht ganz- 
zahligem m allerdings kann man sich davon sehr leicht im Rahmen der eben an- 
gestellten Rechnung iiberzeugen. Man’ braucht nur, statt wie eben in dem An- 
satz y= *"v 'n positiv zu nehmen, y= #-"v(n >0) anzusetzen. Man findet 
dann wieder fiir v eine konvergente Potenzreihe. Aber y wird nun bei + = 0 
unendlich, unterscheidet sich also von der ersten Lésung nicht bloB um einen 
konstanten Faktor und bildet daher mit dieser zusammen ein Fundamental- 
system. Daher sind alle anderen Lésungen bei x = 0 unendlich. Die Durchfiihrung 
zeigt, daB nur fiir nicht ganzzahliges m ein neues Integral J_,(%) gefunden wird. 


Fiir ganzzahlige ~ aber wird J_,(%) sinnlos. Wie man hier ein zweites nicht end- 
liches Integral findet, wird sich S. 220 ergeben. 


y= 2 


§5. Die Brssrtsche Differentialgleichung. 187 


von der BrssEtschen Differentialgleichung zu einer anderen iiber- 
- gehen, in der die erste Ableitung fehlt. Die durch 


z= Yx +J, (x) 
erklarte! Funktion geniigt dann der Differentialgleichung 
wt 4n%—] 
(3) 4 (1— 59 go. 


Da mit wachsendem x der Koeffizient gegen Eins strebt, so strebt 
nach S.172 der Abstand zweier aufeinanderfolgender Nullstellen mit 
wachsender Nummer gegen z. ‘Ich betrachte die positiven Nullstellen «,, 
von z(x) und denke sie mir der Gré8e nach numeriert. Da sie Sith 
im Endlichen nach S. 156 nirgends haufen, und alle einfach sind, so 
bilden sie eine monoton gegen Unendlich wachsende Zahlenfolge. Zu 
jedem ¢ > 0 gehirt eine ganze ees Zahl k = k(e), so daB 
l—e<1— — eae fie ay. 


Fur die y-te auf a, ged Nullstelle ist daher nach S. 172 


Ko a CEs ha 
Sean OE “2/4 ee) agit - (1+ e). 
Daher ist 
s ka (u+tk)a % ka 
Tee ES ees .# espe al He) ; 
( Xe + ne ( ) oe a ; Oe + te a a ) ht 
Daher gibt es eine positive Zahl w(e), so daB fiir uw > w(e) 
are, eased ays 
Su tk 
Daher ist 
lim — =1, 
v-> oo 


wofiir man «, ~ vz zu schreiben pflegt. 


3. Orthogonalsystem. Nunmehr betrachte ich die Funktion 


(4) p(x) = 2(Ax) = YAxJ,(A4). 
Sie gentigt der Differentialgleichung 

4n?—1 

(5) yp +(e TS-)y=0. 


Ich fasse 2 als Parameter auf und suche ihn so zu bestimmen, daB 
die Differentialgleichung Lésungen besitzt, welche bei x =0 und bei 
x =1 verschwinden. Dies ist dann und nur dann der Fall, wenn A 
einer Nullstellé «,, von J,(x) gleichgesetzt wird. Denn Yo,%Jn(4u*) ist 


1 Unter x sei der positive Wert verstanden. 
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bei x = 0 Null; aber es ist auch fiir x = 1 Null. Denn es ist J, («,) = 0. 
Ist aber p(1) =0, so ist JAJ,(A) =0, d.h. A einer der Nullstellen von 
Jn(*) gleich (oder Null). Diese Eigenfunktionen sind nach S. 168 zu- 
einander_ orthogonal. Daher sind alle «, reell. Denn sonst muBten 
zwei konjugiert imaginare Eigenfunktionen, als zu verschiedenen Eigen- 
werten gehorig, zueinander orthogonal sein, ohne daB die Eigenfunktionen 
identisch verschwinden. Das geht aber nicht an. Die Eigenfunktionen 
sind aber noch nicht normiert. A, und A, seien zwei beliebige Werte 
des Parameters J, also nicht unbedingt Eigenwerte. Ich setze 
Pu= Vau%In(Au%) und y, = YA, x Jn (A, *). 
Ich schreibe die beiden Differentialgleichungen 
4n?—] 


Pu + (42 —~F-) te = 0, 


” 1 
Wr ae (4 — a) Vs = 0 

an, multipliziere die erste mit y,, die zweite mit y, und subtrahiere: 

PP — Pr Pu = (Ay — Au) PuPr « 

Nun untegriere ich von Null bis Eins und erhalte 

1 

Yhe(L) Po (L) — Yr(L) Pu (L) = (Ar = Ai) F putty dx 
Wenn insbesondere A, und A, zwei verschiedene Eigenwerte sind, dann ist 
(1) = yl) = 0, 
1 
J vu, ax = 0 


und wir haben aufs neue die Orthogonalitatseigenschaft. Nun schreibe 
ich aber bei beliebigen A, A, das Resultat unter Verwendung von (4) so: 


Eat ibe 1 
Vau-Ay Au Sh (Au) In(Ay) ae Ay In (Av) Jn (Au) ae. d 
oy ae As es Ie 5h Yu Wy &% 


und mache den Grenztibergang A, A,. Nach a peseln der Diffe- 
rentialrechnung erhalt man dann 


Aun (An) — In (Au) In (An) = auto Au) Fn (An )=2f year, 
Wahit man nun fir A, einen Eigenwert «,, so hat man wegen J, («,) = 0 


1 
J vide = boy TP (04). 


Dividiert man also die 
Wy (%) 
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durch 
Tay) 
so erhalt man die normierten Eigenfunktionen 
Ry eh ee ey 
Pu(X) = an Ta (% az) Pale Fae es J nl %), 


deren Quadrat von Null bis Eins integriert den Wert 1 liefert. 
In den /J,,(%,.%) schreiben sich die abgeleiteten Orthogonalitats- 
relationen so: 


it 
J # In (Gu) In(%*) dx = 0 (u =v) 


j 2% J2 (0, F\ ax = Bl? (x,): 


4. Entwicklungssatz. Nun erhebt sich weiter die Frage nach den 
Entwicklungen nach diesem Orthogonalsystem. Die Uberlegungen der 
§§ 1 bis 4 sind hier nicht ohne weiteres verwendbar. Denn die dort ge- 
machten Voraussetzungen sind nicht erfiillt. Bei x =0 liegt ja ein Pol 
der Koeffizienten. In der Tat bemerkten wir ja auch schon S.186 und 
werden es S, 220 naher bestatigt finden, daB es bis auf einen konstanten 
Faktor nur eine bei x = 0 endliche Lésung von (5) gibt. Dementspre- 
chend haben wir es hier mit einem anderen Randwertproblem zu tun, 
als den bisher behandelten. Es handelt sich hier darum, Funktionen 
zu betrachten, die bei x = 0 endlich bleiben und die bei x =1 ver- 
schwinden. 

Ein ahnliches Randwertproblem kommt auch bei den Kugelfunk- 
tionen vor. Hier bei den LEGRENDREschen Polynomen handelt es sich 
um die bei x = + 1 und bei x = — 1 endlichen Lésungen von 


(a — x?) ~) +Ay=0. 

Wir werden sie spater S. 235 ff. bestimmen lernen. 

Wir diirfen hier um so éher auf eine weitere Darlegung verzichten, 
als die Entwicklung nach BessEtschen Funktionen in dem dieser Samm- 
lung angehdrigen Buch von Courant und Hirpert: Methoden der 
mathematischen Physik, eine ausfiihrliche Darstellung gefunden hat. 
Zugleich méchte ich noch auf die sehr einfache und elegante Dar- 
stellung hinweisen, die Herr PRUFER kiirzlich in den Mathematischen 
- Annalen Bd. 95 gegeben hat. Er hat in dieser Arbeit, die auch in den 
§§ 1 bis 4 wesentlich herangezogen wurde, gezeigt, wie sich seine Methode 
auch fiir die BEssetschen Funktionen und fiir die LEGENDREschen 
Polynome umbauen 1aBt. 
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§ 6. Zusammenhang mit der Theorie der 
Integralgleichungen. 


Wir diirfen nicht zu anderen Fragen tbergehen, ehe wir nicht 
wenigstens in groSen Ziigen den Zusammenhang der Randwertprobleme 
mit der Theorie der Integralgleichungen aufgedeckt haben. Wir zeigen 
ihn wieder am Beispiel der ersten Randwertaufgabe. Es sei die Diffe- 
rentialgleichung 


(1) ale Z)+ @tiny=0 


so beschaffen, daB fiir A =0 eine gegebene Randwertaufgabe (6) von 
S.163 nicht lésbar ist. Dann besitzt diese Gleichung, wie wir wissen, 
eine GREENsche Funktion G(x, &). Somit gilt nach (11) S. 161 fur 
die den Randbedingungen (6) der S. 163 geniigende Lésung von (1) 
die homogene Integralgleichung 


b 
(2) y (x) = —4 S$ G(x, é)r(&) y(&) dé. 


Ebenso findet man fiir die an den Randern verschwindende Lésung 
der inhomogenen Gleichung 


(3) a (bZ) +t Any t s(x) =0 


die inhomogene Integralgleichung 

b b 
(4) y= —AS G(x, £)r(8) 96) dé — fel, és dé. 

a 
Unsere Satze lehren also, daB die Alternative besteht, wonach ent- 
weder die homogene oder die inhomogene Integralgleichung lésbar 
ist. Beide zugleich sind aber nur fiir gewisse Funktionen s(x) lésbar. 
Ferner wissen wir, daB die homogene Gleichung nur fiir gewisse Eigen- 
werte A; durch gewisse Eigenfunktionen y,(x) lésbar ist. Diese Satze 
sind Spezialfalle der gleichlautenden Satze tiber allgemeinere lineare 
Integralgleichungen mit symmetrischem Kern K(x, €). Symmetrisch 
soll dabei der Kern heiBen, wenn wie bei den GREENschen Funktionen 
Bipeleae KE 2 cist, 
Wir betrachten dann die: beiden Integralgleichurigen: 


i) 
(5) p(x) —AJ K(x, 8) of) dé=0, 


b 
(6) p(x) Af K(x, 8) p(é) dé = p(x). 


Uber den Kern ist dabei vorauszusetzen, daB er stetig ist fira <x <b, 
a@S&Sb oder daB er doch wenigstens quadratisch integrierbar ist, 
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d.h. daB das Integral 
bb 


Ns 


konvergiert. Die von unseren Randwertproblemen herkommenden 
Integralgleichungen sind anscheinend nicht mit einem symmetrischen 
Kern versehen. Denn der Kern scheint G(x, &)7(&) zu sein. Man kann 
aber z. B. die Integralgleichung (2) sofort auch so schreiben 


(7) (=) Ye) + aS 17) ) G(x, €) V7) - (6) Vr) dé =0. 


Setzt man dann 


y(%) ¥r(x) = p(x), — 7(%) G(x, 9) ¥7(€) = — K(x, £), 


so geht sie in die Gleichung (5) ttber. Man kann die Theorie dieser 
Integralgleichungen selbstandig entwickeln, wie es FREDHOLM, HILBERT, 
E. SCHMIDT getan haben, und hat damit einen neuen Zugang zu den 
Randwertproblemen. Auch der Entwicklungssatz gilt fiir die Eigen- 
funktionen dieser allgemeineren Integralgleichungen. 


(x, é)Pdxd& 


= 


§ 7. Geschlossene Integralkurven. 


1. Extremalen. Der qualitative Verlauf der Lésungen gewisser 
Gleichungen zweiter Ordnung ist Gegenstand vielfaltiger Untersuchung 
gewesen. Es handelt sich dabei einerseits um lineare Differential- 
gleichungen, die wir in den vorausgegangenen Paragraphen ausfihrlich 
behandelt haben. Andererseits sind die Lésungen gewisser nichtlinearer 
Differentialgleichungen eingehend durchforscht. Ich will hier im An- 
schluB an eine Arbeit von BIRKHOFF! einiges herausheben. Die Glei- 
chungen, welche wir betrachten wollen, sind von relativ spezieller Ge- 
stalt. Es sollen die EULERschen Gleichungen gewisser definiter Variations- 
probleme sein. Die Aufgabe, Kurven so zu bestimmen, daB das Integral 


th 
(1) J=S Fy xy") dt 
méglichst klein wird, fiihrt auf die beiden Differentialgleichungen 
ad (0F\ OF d (OF\. OF _ 
(2) Ga pate 8 as lox) 3y 


die man die Euterschen Gleichungen des Variationsproblemes nennt. 
Die Funktion F sei samt ihren ersten und zweiten Ableitungen in einem 
gewissen Bereiche B stetig. 


1 Dynamical systems with two degrees of freedom. Trans. amer. math. Soc. 
Bd. 18, S. 199 bis 300. 1917. 
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DaB die gesuchten Kurven den beiden Differentialgleichungen ge- 
niigen miissen, sieht man nach den Regeln der Variationsrechnung 
so ein: 

Es sei x = x(t), y = y (0) fir tf St Sf, eine Kurve aus B, welche 
die Punkte (x9, Yo) und (%,, y,) verbindet; x und y seien in diesem 
Intervall zweimal stetig differenzierbar; ¢) und #¢, sollen die den beiden 
Punkten (x9, Yo) und (%,, 7) entsprechenden Werte des Parameters ¢ 
sein. x = x(t) + en, (t), y =y(@) + eng (t) stelle fiir alle « mit genugend 
kleinem absolutem Betrag Kurven aus B dar, welche dieselben Punkte 
verbinden; es sei also 7; (fo) = 71 (41) = Neo (to) = No(ts) = 9; die und 
n, seien stetig differenzierbar ; ¢ sei ein Parameter. Fiir diese Kurve wird 
das Integral 


th 
Ja=JSFtem.ytene, x ten, y’ + en) dé, 
to , 


und diese Funktion von e soll fiir ¢ =0 ein Minimum besitzen. Da- 
her muB die Ableitung nach ¢ fiir e = 0 verschwinden. Differentiation 
aber liefert 
ty 
(Te Se 8 are era 
0 =| \mje tm Ox’ =F Ne oy + Np ay’ at. 
to 


Durch partielle Integration kann man dies Integral auf die folgende 
Form bringen: 


Oeaedae eee te Lye 


to 


Die ausintegrierten Bestandteile fallen dabei weg, weil 7, und 7, am 
Anfang und Ende des Intervalles verschwinden sollen. Soll nun aber 
dieses Integral bei beliebiger Wahl der Funktionen 7, und yp, ver- 
schwinden, so miissen, wie. man leicht nachweist, die beiden Klammern 
Null sein. Das sind aber gerade die linken Seiten der beiden EULERschen 
Differentialgleichungen. Ware z. B. die erste Klammer, die nach den 
gemachten Voraussetzungen eine stetige Funktion von ¢ ist, nicht iiber- 
all Null, so gabe es ein Intervall 4 + hSt<t,—k(h>0, k> 0), 
in dem sie von Null verschieden ist. Dann wahle man 7, = 0 fiir tj <t 
St +. und fir ¢, -k StS, aber yn, <0 firt +h <t <t, —k, 
ferner 7, =0 fiir 4) S¢<t#,. Bei dieser Wahl von 7, und y, wire ' 
aber das in (3) vorkommende Integral nicht Null. 

Einem Leser, welcher dieser Betrachtung aufmerksam gefolgt ist, 
wird sich die Bemerkung schon aufgedrangt haben, daB den beiden 
Differentialgleichungen (2) nicht nur diejenigen Kurven geniigen, welche 
dem Integral (1) einen kleineren Wert erteilen, als alle geniigend be- 
nachbarten Kurven, sondern auch die, fiir welche es groBer wird als 
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fur die Nachbarkurven, sowie tiberhaupt alle die Kurven, fiir welche 
es einen stationaren Wert bekommt, d.h. fiir welche jene Ableitung 
nach e fir ¢é =0 und beliebige 7, und 7, verschwindet. Wegen dieses 
Sachverhaltes nennt man auch die Lésungen von (2) mit einem etwas 
neutraleren Namen: Extremalen. 


_ 2, Fragestellung. Die Frage, deren Lésung das Weitere gewidmet 
ist, ist nun die nach den geschlossenen Extremalen. Fir die Methoden, 
die wir verwenden, ist die Heranziehung des Variationsproblemes 
charakteristisch. Wir erhalten damit zugleich eine Probe fiir das Ein- 
greifen der Variationsrechnung in die Theorie der Differentialgleichungen. 
Das sind Dinge, die sich leicht noch viel weiter verfolgen lieBen, und 
ein anderes Buch dieser Sammlung 1aBt noch mehr die Bedeutung dieses 
Ansatzes hervortreten!. 

Die’ Schwierigkeiterf, auf die sich die Methode wird einstellen miissen, 
liegen darin, daB die Art des Extrems noch recht verschieden sein kann. 
D.h. die Menge der Kurven, innerhalb deren die geschlossene Extre- 
male ein Extrem liefert, kann recht verschieden sein. Z. B. kleinerer 
Integralwert als alle geniigend benachbarten Kurven, oder nur kleinerer 
Wert als gewisse geniigend benachbarte Kurven oder auch nur tiber- 
haupt stationdrer Charakter. Man muB8 nur an die analogen Verhialt- 
nisse bei den Maxima und Minima der Funktionen einer oder zweier 
Veradnderlichen denken, um sich klarzumachen, daB es auch Extre- 
malen geben wird, die weder ein Minimum noch ein Maximum liefern. 
Sie werden den Sattelpunkten der Flachen entsprechen. 

BIRKHOFFs Verdienst gegentiber seinen Vorgangern ist es, alle diese 
verschiedenen Vorkommnisse ausgenutzt zu haben. Er hat allen diesen 
Méglichkeiten durch besondere Methoden Rechnung getragen. Wir 
wollen im folgenden darzustellen versuchen, welche Gedanken da aus- 
schlaggebend sind. 

Die Beweismethoden stutzen st namentlich auf einen bestimmten 
Satz der Variationsrechnung, den wir nun zuerst angeben wollen und 
dessen Heranziehung die Beschrénkung auf Variationsprobleme be- 
stimmter Art, namlich auf die sogenannten positiv definiten Variations- 
probleme erfordert?. 

Zunachst sei erwahnt, daB F(x, y, x’, y’) eine positiv homogene 
Funktion von x’ und y’ von der Ordnung Eins sein soll, d.h. es soll 
F (x, y, kx’, ky’) =kF (x, y, x’, y') sein fir k >0. Der Sinn dieser 
Voraussetzung ist der: Unabhangigkeit des Integrales von .der Wahl 
des Parameters ¢, fiir den Fall, daB zu einem anderen Parameter t 


1 CourANT-HILBERT: Methoden der mathematischen Physik. 

2 Wegen der hier aufgezahlten Tatsachen aus der Variationsrechnung vel. 
man z. B. O. Borza: Vorlesungen iiber Variationsrechnung. Leipzig: B.G. TEUBNER 
1909. 
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iibergegangen wird, der mit ¢ zugleich wachst; dann wird namlich 
dt 1 dx ax b dy 


ay) Re dims “dt 


vg AY 
SS a ith ya Os 


Das Variationsproblem heiBt definit, wenn in dem zugrunde- 
gelegten Bereich B der x, y fiir beliebige nicht gleichzeitig verschwin- 
dende x’ und y’ die Funktion F, (x, y, x’, y’) von einerlei Vorzeichen ist. 
Dabei ist fF, durch 


2 2 2 
saa Fy, Be oes =—xy'F,, oa =F, 

definiert. Im Falle des Minimums mu8 namentlich F, = 0 sein, und 
so wollen wir weiter F,; > 0 voraussetzen. Diese Voraussetzungen sind ~~ 
z. B. fir F= Ya x2 1.96 xy’ +cy%@+tax'+ By’ erfillt, wenn man 
a>0, ac—b?>0 voraussetzt. a, b,c, a, B sind dabei Funktionen 
von x und y. Zu unserem Problem gehort fiir « = 6 =0 namentlich 
das der geodatischen Linien auf einer Flache, deren erste Fundamental- 
form durch s’2 =ax'2+ 2bx'y'+ cy’? erklart ist. Ein Satz der 
Variationsrechnung lautet nun so: Satz I: Wenn die Funktion F mit 
ihren Ableitungen der beiden ersten Ordnungen in einem Bereich B der 
x,y fiir beliebige nicht gleichzeitig verschwindende x’, y’ stetig ist, wenn 
F, > 0 ist, so kann man jedem Punkt P von B eine Umgebung zuordnen, 
derart, daB man von P nach jedem Punkt derselben einen E xtremalenbogen 
ztehen kann, der ganz in dieser Umgebung verlauft und der dem Inte- 
gral (1) einen kleineren Wert erteilt, als jede andere in der Umgebung 
verlaufende, die beiden Punkte verbindende abteilungsweise stetig diffe- 
renzierbare Kurve. Man kann die Umgebung so klein wahlen, daB das, 
tiber die Extremalenbogen erstreckte Integral einen Wert, nicht grifer 
als eine beliebig vorgegebene Zahl « bekommt!. Setzt man, wie es von nun 
an geschehen soll, weiter voraus, dak F >0 sei, fiir alle x,y des Be- 
veiches und beliebige x’, y’, so ist der Integralwert sogar kleiner als der 
zu irgendeiner anderen in B verlaufenden, die beiden Punkte verbindenden 
Kurve gehorige Integralwert?. Dann gehort jeder Punkt P,, der mit einem 
Punkt P durch eine abteilungsweise stetige Kurve verbunden ist, fir die 
der Integralwert kleiner ist als das ¢ einer e-Umgebung von P zu dieser 
é-Umgebung, kann also mit P durch eine Extremale verbunden werden, 
deren Integralwert kleiner als ¢ ist. Ein allen aufgezahlten Voraussetzungen 
geniigendes Variationsproblem heiBt positiv und positiv definit. Beim 
erwahnten Problem der geodatischen Linien sind alle Voraussetzungen 
erfillt. 

Die Problemstellung selbst ist uns auch bei den Gleichungen erster 
Ordnung nicht fremd gewesen. Man rufe sich nur den Satz von S. 81 
ins Gedachtnis zuriick. Er behauptet unmittelbar die Existenz von ge- 


1 Wir nennen sie dann eine e-Umgebung. 
2 Wegen des Beweises sei auf Boiza: Variationsrechnung, S. 274 ff. verwiesen. 
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schlossenen Integralkurven in Bereichen folgender Beschaffenheit: Legt 
man durch einen Punkt des Bereiches eine Integralkurve, so verlaBt 
sie in ihrem weiteren Verlauf den Bereich nicht und miindet auch nicht 
in einem singuléren Punkt. 


Hier wollen wir Bereiche B betrachten, die in folgendem Sinne 
konvex sind: Es soll eine positive Zahl n geben derart, daB zwet Punkte 
des Bereiches sich stets dann durch einen dem Bereich angehorigen E xtre- 
malenbogen verbinden lassen, wenn es eine Kurve gibt, die beide verbindet 
und fiir die das Integral (1) einen Wert kleiner als n annimmt. Man kann 
das kurz ausdriicken, indem man sagt: Zwei geniigend nahe beieinander 
gelegene Punkte des Bereiches lassen sich durch einen Extremalenbogen 
verbinden, welcher vollstindig dem Bereich angehért. Konvex in diesem 
Sinne wird also z. B. eine geschlossene Flache sein, und wenn wir weiter- 
hin beweisen, daB es in einem konvexen Bereich geschlossene Extre- 
malen gibt, so liegt darin insbesondere der Satz begriindet, daB es auf 
geschlossenen Flachen geschlossene geodatische Linien gibt. 


3. Die Methode von Sicnortnr. Zunachst suchen wir geschlossene 
Extremalen vom Minimaltypus, die also einen kleineren Integralwert 
liefern sollen als alle benachbarten Kurven. Da gilt folgender 


Satz II: Vorgelegt ist ein konvexer Bereich’ B. In seinem Inneren 
liegt eine geschlossene rektifizierbare Kurve ©, fiir welche J S Jy ist bet 
passender Wahl von J,. © soll nicht unter Festhaltung von J S Jo imner- 
halb B auf einen Punkt stetig zusammengezogen werden kinnen. Dann 
kann © stetig in eine geschlossene Extremale deformiert werden, fir 
welche auch J < J, ist und die vom Minimaltypus ist, entweder in bezug 
auf alle geniigend benachbarten Kurven, oder doch wenigstens in bezug 
auf die ihr auf einer ihrer beiden Seiten geniigend benachbarten Kurven. 
In diesem letzteren Falle ist sie eine Randkurve des Bereiches. 


Der Beweis dieses Satzes beruht auf einer von SIGNORINI® zuerst 
verwendeten sinnreichen Methode. Durch sie wird das Problem auf 
eines der gewohnlichen Minima zuriickgefuhrt. 


Wir gehen zunachst von der in B gegebenen geschlossenen rekti- 
fizierbaren Kurve ©)zu einem aus Extremalenbogen gebildeten Polygon 
tiber. Wir diirfen annehmen, daB € keine geschlossene Extremale ist; 
denn in diesem Falle brauchen wir nicht zu beweisen, daB € in eine ge- 
schlossene Extremale deformiert werden kann. Wir teilen © in m Teil- 
bogen ein, derart, daB langs eines jeden derselben das Integral einen 


1 Statt dessen geniigt es auch, vorauszusetzen, daB man diejenigen Rand- 
kurven, die nicht konvex sind, mit Kurven, deren J < Jo ist, nicht beliebig 
genau approximieren kann. 

2 Der hier gemeinte DeformationsprozeB wird wahrend der Beweisfiihrung 
naher beschrieben werden,’ ‘ 

3 Palermo Rendiconti 33 (1912). 
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Wert bekommt kleiner oder gleich! ee und derart, daB der Endpunkt 
eines jeden Bogens einer seinem Anfangspunkt auf Grund von SatZal 
zugeordneten Umgebung angehért?. Weiter soll ee <7 sein’, d.1. die 
bei der Definition des konvexen Bereichs verwendete Zahl. 


Man kann dann nach Satz I den Anfangspunkt eines jeden Bogens 
init seinem Endpunkt durch einen Extremalenbogen verbinden. Das 
aus diesen Extremalenbogen gebildete Polygon ©’ — das nicht frei 
von Selbstiiberschneidungen zu sein braucht — erteilt bei passender 
Wahl? seiner Eckpunkte dem Integral einen Wert kleiner als J). Ferner 
kann man das Polygon ©’ durch stetige Deformation aus © herstellen. 
Um das einzusehen, betrachte man einen einzelnen der » Bogen von 
©. Man lasse einen Punkt P diesen Bogen durchlaufen und betrachte 
dabei standig den Extremalenbogen, welcher vom Anfangspunkt des 
Bogens von © zu P hinreicht. Dieser Extremalenbogen andert sich 
stetig mit P. Und so geht der Extremalenbogen durch stetige Ab- 
anderung aus dem entsprechenden Bogen von © hervor. Nunmehr 
betrachte man in B irgendwelche  Punkte P; folgender Art. P,,, 
heiBe der auf P; folgende Punkt. P,, wofiir wir auch P,,,, schreiben, 
folge wieder auf P,,. So hat jeder Punkt P, einen Vorganger und einen 
Nachfolger. Jeder Punkt soll weiter in der seinem Vorganger nach 
Satz I zugeordneten Umgebung und iiberdies so nahe bei diesem liegen, 
daB das Integral (1) *itber dert beide nach Satz I verbindenden Extre- 


malenbogen héchstens gleich 2h wird. 


Der Integralwert des so durch P,...P, bestimmten Polygons 
werde als Funktion der P,; mit J(P,...P,) bezeichnet. Dies ist dann 
eine stetige Funktion der P;, die in einer gewissen abgeschlossenen* 
Menge eines 2 -dimensionalen Raumes der Koordinaten (x;, y,) der 
P, erklart ist und in diesem Bereiche nur Werte nicht tiber J, annimmt. 


1 Dazu geht man auf der Kurve von einem beliebig gewahlten ersten Teil- 


punkt so lange weiter, bis der Jntegralwert gerade gleich 2° geworden ist. Hier 


legt man den zweiten Teilpunkt hin usw. 

* Dazu mu8 man nur » hinreichend groB annehmen. 

3 Da € keine geschlossene Extremale sein soll, so gibt es auf ihr Punkte P, 
die nicht innere Punkte von © angehérigen Extremalenbogen sind. Man wahle 
dann einen Punkt ‘vor P und einen Punkt hinter P als Anfang und Ende eines 
Bogens von @’. Dieser gibt nach Satz I dem Integral (1) einen kleineren Wert 
als der entsprechende Bogen von ©. Wie man dann auch die iibrigen Eckpunkte 
von ©’ wahlen mag, sicher liefert €’ einen kleineren Integralwert als . 


* Hat man eine Folge von Polygonen (Py? ... P®) derart, daB immer P®” 


‘ vd a an 
in der ~—- Umgebung von Py, liegt und konvergieren die PY gegen F, fir 


YOO, 60 liegt immer P, in der Jo Umgebung vou Pee 
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Diese Menge kann aus mehreren getrennten Stiicken bestehen; wir 
betrachten diejenige maximale! zusammenhangende abgeschlossene Teil- 
menge, der der reprasentierende Punkt des zuerst’ erhaltenen Poly- 
gones ©’ angehért. In einem gewissen Punkt € dieser Menge besitzt 
J (P,...P,) sein absolutes Minimum in bezug auf diese Menge. Diesem 
Punkt entspricht eine Kurve, welche durch stetige Abanderung aus ©’ 
gewonnen werden kann. Denn man kann ja in der Menge den Minimums- 
punkt © mit dem Ausgangspunkte ©’ durch eine stetige Kurve ver- 
binden. Jedem Punkt der Verbindungskurve entspricht ein Extremalen- 
polygon, und diese andern sich stetig mit dem reprasentierenden Punkt. 
Nun aber muB8 das dem absoluten Minimum entsprechende Polygon & 
eine einzige geschlossene Extremale sein®. Ich nehme zum Beweise 
an*, es kame eine echte Ecke vor, d.h. ein im bisherigen Sinne ver- 
standener Eckpunkt des Polygones ©,.der nicht innerer Punkt eines & 
angehorigen Extremalenbogens ist. Diese Ecke mége bei P, liegen. Die 
Bogen P, P, und P, P; bilden die Ecke. Das tiber beide erstreckte Integral 


ist héchstens gleich eS Nehme ich auf jedem der beiden Bogen in 
hinreichender Nahe der Ecke P, einen Punkt P{ und Pj an, so kann 
man beide sicher durch einen einzigen Extremalenbogen verbinden, 
iiber den das Integral nach Satz I einen kleineren Wert bekommt als 


iiber P| P,P. Also ist auch das tiber P,P! P,P, erstreckte Integral 
kleiner als a Daher kann man auf dem Bogen P},P; einen Punkt 
Pi, so bestimmen, daB sowohl das Integral tiber P, P| P, wie das Inte- 
gral tiber P,P, P, kleiner sind als bs Daher kann man nach Satz I 
nun sowohl P, mit P, wie P, mit P, durch je einen Extremalenbogen 
verbinden; fiir beide wird das Integral kleiner als de, Ober:PaPJP, 


wird iiberdies das Integral kleiner als iiber P,P; P3 P; und dies war 
kleiner als das iiber P, P, P,. Ersetzt man also die Ecke P, durch P, 
so erhalt man ein neues Polygon, das ein kleineres Integral liefert. 
Das widerspricht der Minimaleigenschaft des Polygons P,, P,,..., Pn. 
Also besteht unser Extremalenpolygon aus einer einzigen geschlossenen 
Extremalen. Sie kann im Innern oder auch im Rand des Bereiches 
verlaufen. A priori ware es aber auch denkbar, daB sie nur einzelne 
Punkte mit dem Rande gemeinsam hat. Dies kann aber noch durch be- 
sondere hier nicht durchzufiihrende Betrachtungen als unmdglich er- 
kannt werden. Ebensowenig will ich hier des naheren ausfiihren, daB 


1D. h. daB sie nicht echte Teilmenge einer anderen zusammenhangenden 
Teilmenge sein soll. Zusammenhangend heiBt eine abgeschlossene Menge, wenn 
man sie nicht als Vereinigungsmenge abgeschlossener punktfremder nicht leerer 
Mengen darstellen kann. 

2 In jeder Ecke haben dann die beiden Polygonseiten die gleiche Tangente. 

3 Die nun folgende SchluBweise verdanke ich Herrn R. BRAUER. 
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die geschlossene Extremale einen Integralwert liefert, der von keiner 
ihr im Bereiche geniigend benachbarten Kurve unterschritten werden 
kann. Denn hier kommt es uns mehr auf die geschlossenen Lésungen 
unserer Differentialgleichungen als auf die Bs prema cose der- 
selben an. 


4. Zusatze. Als Anwendung des so bewiesenen Satzes ergibt sich 
z. B. folgendes: Auf jeder geschlossenen Flache, deren Geschlecht 
mindestens Eins ist, gibt es geschlossene geodatische Linien in unend- 
licher Anzahl. Denn man iiberzeugt sich leicht, daB es unendlich viele 
geschlossene Kurven von topologisch verschiedenem Typus gibt, d.h. 
Kurven, die sich nicht auf der Flache ineinander deformieren lassen. 

Der Satz II behauptet ganz und gar nicht, daB jeder mehrfach 
zusammenhangende konvexe Bereich geschlossene allerkiirzeste Extre- 
malen in seinem Inneren enthalt. Tatsdchlich gilt auch ein solcher Satz 
nicht wie man an dem Beispiel eines zweifach zusammenhangenden 
Stiickes einer passend gewahlten Rotationsflache pee gras Dieselbe 


moge dadurch entstehen, daB man das tiber — 5 Ss cee 5 gelegene 


Stiick der Kurve y = sin x um die sie nicht Loe Garr Ve 
rotieren 14Bt. Das zweifach zusammenhangende Sttick ist von zwel 
aufeinanderfolgenden Kehlkreisen begrenzt. Alle dem Flachenstiick 
angehérigen nicht auf einen Punkt zusammenziehbaren Kurven sind 
langer als diese Kehlkreise. Diese Kurven des absoluten Minimums 
liegen also nicht im Bereichinneren. Gleichwohl befinden sich in dem 
Bereich geschlossene Extremalen, namlich der Kreis der weitesten 
Ausbuchtung. Unsere Methode liefert also keine Handhabe, die Existenz 
derselben zu erkennen. Darin liegt schon eine Andeutung fiir die Trag- 
weite der Methode. Man kann dariiber mit BIRKHOFF noch eingehendere 
Erérterungen anstellen. Jedenfalls wird es nétig, andere Methoden 
auszudenken, mit welchen man auch andere Sorten von geschlossenen 
Extremalen gewinnen kann; andere, d. h. solche, die nicht einen kleineren 
Integralwert liefern als alle geniigend benachbarten Kurven. 


5. Minimaxmethode. Zu einer solchen Methode fiihrt uns die Be- 
merkung, da8 unter einer gleich zu nennenden weiteren Voraussetzung 
uber das zu behandelnde Variationsproblem jeder innere Punkt des 
vorhin betrachteten Polygonraumes, in dem alle ersten partiellen Ab- 
leitungen von J(P,...P,) verschwinden, entweder eine Nullkurve, 
d.h. eine in einen Punkt ausgeartete Kurve (J = 0) oder aber eine ge- 
schlossene Extremale liefert. Diese neue Voraussetzung soll darin be- 
stehen, da8 keine diskontinuierlichen, d.h. mit Ecken versehenen 
Lésungen vorkommen. In der Variationsrechnung wird gezeigt!, daB 
diese Bedingung damit gleichbedeutend ist, daB zu jedem Punkt x, y 


1 Vgl. z. B. O. Borza: Vorlesungen iiber Variationsrechnung S. 367. 
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immer héchstens ein Wertepaar x’, y’ gehort, fiir das F) 
gebene Werte annehmen. Nennen wir nun ein Extremalenpolygon, fiir 
das die ersten Ableitungen von J(P,...P,,) im entsprechenden Punkt 
des Polygonraumes alle verschwinden, zum Unterschied von den bisher 
betrachteten Minimumpolygonen ein Minimaxpolygon und nehmen an, 
es habe eine Ecke P,, so denke man sich dieselbe unter Beibehaltung 
der ubrigen auf einer beliebigen stetig und stetig differenzierbaren 
Kurve x = x(t), y =¥4/(t) verschoben’. t =0 mége dem Punkte P, 
entsprechen. Das Integral J wird eine Funktion von rt, deren Ableitung 
bei t =0 wegen der Minimaxeigenschaft verschwinden mu8. Diese 
Ableitung wird aber: 


Or OF if Oks OF 

*[(Se),— (ae),| + Ge), Ge). 
Dabei sind x, y die Ableitungen von x(t) und y(t) fir 7 =0 und in 
den Klammern stehen die Werte der ersten Ableitungen von F fiir die 


beiden in der Ecke P, zusammenstoBenden Extremalenbogen. Da diese 
Ableitung aber bei beliebiger Wahl der *, » verschwinden soll, so 


OF OF 
all und oy" ges 


- fiir verschiedene (x', ’) gleiche Werte haben, 
wenn wirklich eine Ecke vorkommen soll. Dies widerspricht der neuen 
Voraussetzung, so daB das Minimaxpolygon keine Ecken hat. Es be- 
steht somit aus einer einzigen geschlossenen Extremalen. 

Nun kann man aber oft aus der Existenz von Minimumpolygonen 
auf die von Minimaxpolygonen schlieBen. 

Wir machen uns das wieder an der Funktion /(P,...P,) klar, 
die den Integralwert der Extremalenpolygone darstellt. In Frage kom- 
men diejenigen Stellen, an denen alle erste Ableitungen von / ver- 
schwinden. Darunter sind diejenigen, an denen / einen kleineren Wert 
annimmt, als an den Punkten der Umgebung: Minimumstellen. Dar- 
unter gibt es aber auch andere: Minimaxstellen. Aus der Existenz der 
Minimumpunkte und aus den topologischen Eigenschaften des Be- 
reiches, in dem man die Funktion / untersucht, kann nach dem BiRxK- 
HoFFschen Gedanken auf die Existenz von Minimaxstellen geschlossen 
werden. Machen wir uns diesen Gedanken an dem einfachsten Fall 
einer Funktion von zwei Variablen /(%,, %2) klar, die in einem zweifach 
zusammenhingenden Bereich samt ihren ersten Ableitungen stetig sei. 
Ihr absolutes Minimum sei m und werde an einer inneren Stelle des 
Bereiches angenommen. Man betrachte die Teilmengen, in denen 

1 (% 1, %2) <A. (at 
Ist A nur wenig gréBer als m, so wird die Teilmenge aus einem einfach 
zusammenhangenden Bereich bestehen. Soll sich dieser mit weiterwach- 


z OF 
miuBten doch er und 


1 Dies ist méglich, weil das zu untersuchende Minimaxpolygon einem inneren 
Punkt des Polygonraumes entsprechen soll. 
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sendem 4 iiber den ganzen Ringbereich ausbreiten, so wird an einer 
gewissen Stelle fiir ein gewisses A eine Selbstberithrung der Randkurve 
auftreten miissen. Ein Punkt aber, in dem eine solche Selbstberthrung 
eintritt, ist ein Minimaxpunkt. Denn durch ihn gehen zwei Kurvenaste, 
auf denen /{(x,, x2) einem gewissen Wert A, gleich ist. Diese begrenzen 
in der Umgebung des Selbstberiihrungspunktes einige Gebiete. In zwei 
derselben ist {(x1, %,) >A», in zwei anderen /(%4, %2) <4’. Daher sind 
in dem Selbstberithrungspunkt alle ersten Ableitungen von f Null. 
Wir haben einen Minimaxpunkt. 

Dies zur Erlauterung dessen, worum es sich bei dem BIRKHOFFschen 
Minimaxprinzip handelt. Es versteht’ sich, daB zu einem wirklichen 
Beweis noch recht viel fehlt, und leider ist bis heute kein Beweis be- 
kannt, der gentigend allgemeine Falle erfaBte, um die Bediirfnisse der 
Theorie der Differentialgleichungen voll zu decken. Am weitesten ist 
ein Schiiler BrrKHOFFs: M. MorsE, gekommen, der in mehreren Arbeiten 
diese fruchtbaren Fragestellungen aufgegriffen hat?. 


6. Geschlossene geodatische Linien. Um das Interesse an diesen 
Dingen noch etwas zu steigern, will ich noch kurz darlegen, wie man 
‘sich die Ausniitzung des Minimaxprinzips fiir das Problem der Existenz 
der geschlossenen geoddtischen Linien auf Flachen vom Geschlecht Null 
nach BirkHorr denken kann. Vom Geschlecht Null ist dabei eine 
. Flache, welche vom Typus der Kugel ist, die also durch jede ihrer ge- 
schlossenen Kurven in zwei Kalotten zerlegt wird, und die sich um- 
kehrbar eindeutig und stetig auf die Flache einer Kugel abbilden 1aBt. 
Bei diesem Problem leistet die friiher benutzte Minimummethode nichts. 
Aus dem S.195 aufgestellten Satz folgt nichts: tiber die Existenz 
geschlossener geodatischer Linien. Das Minimaxprinzip aber fihrt zu 
dem folgenden Satz: Auf jeder geschlossenen Flache vom Geschlecht Null 
gibt es geschlossene geoddtische Linien. Wesentlich fiir seine Zugkraft ist 
es, daB der lineare Zusammenhang des Raumes der Extremalpolygone 
hinreichend groB ist. 

Wir wollen also zeigen, da8 bei passender Wahl von m der Raum 
der Extremalenpolygone einen linearen Zusammenhang besitzt, der 
mindestens zwei ist, d.h. daB es in ihm mindestens eine geschlossene 
Kurve gibt, die sich nicht in dem Raum stetig auf einen Punkt zu- 
sammenziehen laBt. Einer geschlossenen Kurve des Polygonraumes 
entspricht eine stetige Schar von Extremalenpolygonen auf der Flache. 
Es handelt sich darum, eine solche Schar von Extremalenpolygonen 
anzugeben, die man nicht durch stetige Deformation so abandern 


1M. Morse: Relations between the critical points of a real function of » 
independent variables. Amer. Trans. Bd. 27. 1925. — The foundations of a theory in 
the calculus of variations in the large. Amer. Trans. Bd. 30. 1928. — The foundations, 
of the calculus of variations in the large in m space. Amer. Trans. Bd. 31. 1929. 
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kann, daB alle Kurven in beliebiger Nahe eines einzigen Punktes 
verlaufen. 

BIRKHOFF selbst hat folgendes Beispiel angegeben: Man betrachte 
Extremalenpolygone von der Art, daB die einer Ecke P benachbarten 
Ecken in der dieser Ecke durch Satz I zugeordneten Umgebung liegen 
und wahle die Eckenzahl » so groB, daB man ein dieser Bedingung 
genugendes Extremalenpolygon durch stetige Deformation iiber die 
ganze Flache hiniibergleiten lassen kann. Man wahle insbesondere die 
Deformation so, daB die vorkommenden Polygone stetig von einem 
Parameter ¢ abhangen (0<¢<1) und sich fiir ¢—>0 auf einen Punkt P, 
fir ¢—> 1 auf einen anderen Punkt Q zusammenziehen. Diese Punkte 
sind als ausgeartete Polygone aufzufassen: Alle Ecken sind zusammen- 
geruckt. Wir sprechen von Nullkurven, weil fiir dieselben J] = 0 wird. 
Man verbinde P und Q noch durch eine stetige Kurve auf der Flache, 
deren Punkten Nullkurven entsprechen, wenn man sie als ausgeartete 
Extremalenpolygone auffaBt. Dieser stetigen Deformation entspricht 
eine Kurve des Polygonraumes, die den bei der Deformation verwendeten 
Nullkurven entsprechend ein Sttick weit in dem Teilraum des Polygon- 
Ttaumes verlauft, der den Nullkurven entspricht und der in umkehr- 
bar eindeutiger stetiger Beziehung zu der geschlossenen Flache vom 
Geschlecht Null steht. Denn jedem Punkt derselben entspricht genau 
eine Nullkurve. Nun 1a8t sich zeigen, daB man die Kurve nicht so de- 
formieren kann, daB sie ganz in der Flache der Nullkurven verlauft. 
Und dies ist gleichbedeutend damit, daB man sie nicht auf einen Punkt 
zusammenziehen kann. 

Der Beweis stiitzt sich auf den folgenden, einleuchtenden, hier 
nicht naher zu begriindenden Satz aus der Analysis situs?. Wir be- 
trachten eine Schar von geschlossenen Jordankurven auf einer ge- 
schlossenen Flache vom Geschlecht Null. Die Kurven sollen stetig 
von einem Parameter ¢ abhangen. Sie sollen sich fiir #0 auf einen 
Punkt P der Flache und fiir ¢ > 1 auf einen anderen von P verschiedenen 
. Punkt Q der Flache zusammenziehen. Andere ,,Nullkurven“ als diese 
beiden sollen in der Schar nicht vorkommen. Nun betrachte man zu- 
nachst eine Kurvenschar S, in der sich nie zwei verschiedene Kurven 
treffen. Dann gehért zu jedem Punkt R der Flache mindestens ein 
Parameterwert ¢ derart, daB die diesem Parameterwert entsprechende 
Kurve durch den Flachenpunkt hindurchgeht. Diese Behauptung bleibt 
aber auch fiir jede stetig von einem Parameter abhangende Schar 
richtig, die aus einer Schar S durch stetige Abainderung hervorgeht. 


1 Herrn von KertéxyArto verdanke ich die folgende Bemerkung: Der erste 
Teil des Satzes ergibt sich aus S. 71/72 von Gétt. Nachr. 1922 (von KEREKJARTO: 
Uber Kurvenscharen auf Flachen). Der zweite Teil des Satzes folgt aus dem 
Brouwerschen Satze iiber die Invarianz des Abbildungsgrades bei stetigen Defor- 
mationen (Math. Ann. Bd. 71, S. 105). 
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Auch eine solche Schar kann nicht aus lauter Nullkurven bestehen. 
Man kann somit die erwahnte geschlossene Kurve des Polygonraumes 
nicht ganz in die Flache der Nullkurven hineinziehen. 


Daher kann der Polygonraum nicht einfach linear zusammen- 
hangend sein, sondern enthalt Kurven, die sich nicht auf einen Punkt 
zusammenzichen lassen. Ferner aber haben wir mindestens einen Punkt 
in unserem 2 1-dimensionalen Raume, in welchem J ein Minimum hat, 
das sind die den Nullkurven entsprechenden Punkte (J = 0). Daher 
liefert das Minimaxprinzip mindestens eine geschlossene Extremale. Die 
Methode la8t die Frage offen,-ob es einfach geschlossene Extremalen 
gibt. Die eben gefundene kénnte Selbstitberkreuzungen haben. URy- 
SOHN! hat aber angedeutet, wie man durch eine Modifikation der 
BirKuorrFschen Methode auch die Existenz einfach geschlossener Extre- 
malen beweisen konnte. 


7. Methode der Schnittflache. Es ist von vornherein einleuchtend, 
da8B man auch mit Hilfe dieser Methode keinen AufschluB tiber die 
Gesamtheit der geschlossenen Extremalen gewinnt. Da setzt nun eine 
weitere sehr feinsinnige, in ihren Grundztigen auf POINCARE zurtick- 
gehende Methode ein. Ich berichte tber ihre Ausgestaltung durch 
BiIRKHOFF, ohne noch auf Beweise einzugehen. 


Zunachst die folgende niitzliche geometrische Deutung durch Be- 
wegungszustande. Wir deuten x = x(t), y = y(t) als Bahnkurven einer 
Bewegung, indem wir den Parameter # als Zeit auffassen. Ein einzelner 
Bewegungszustand ist dann durch Angabe von 4%, y, x’, y’; also von 
vier Koordinaten, bestimmt. Der Mannigfaltigkeit der Bewegungs- 
zustande entspricht eine Punktmenge in einem vierdimensionalen Raum 
Normieren wir den Parameter ¢ in geeigneter Weise, so machen wir die — 
Beobachtung, daB wir es mit einer dreidimensionalen Mannigfaltigkeit 
im vierdimensionalen Raum zu tun haben. Wir kénnen die Einheit 
der Zeitmessung, z. B. so wahlen, daB F =.1 ist. Das ist dann die Glei- 
chung der erwahnten Flache im vierdimensionalen Raum, deren Punkte 
die Bewegungszustande reprasentieren. Einer geschlossenen Extre- 
malen entspricht wieder eine geschlossene Kurve in dieser dreidimensio- 
nalen Mannigfaltigkeit. Allen Extremalen entsprechen Kurven, die wir, 
um einen kurzen Namen zu haben, aus einem bald deutlichen Grund | 
Stromlinien nennen. Die weiteren Darlegungen kniipfen nun an die 
Einfiihrung einer geeigneten’ zweidimensionalen Flache an, welche ‘in 
gedem geniigend groBen Zeitintervall von allen Stromlinien durchsetzt 
wird. Diese Flache, welche wir Schnittfldche nennen wollen, wird auBer- 
dem von geschlossenen Stromlinien begrenzt und von allen anderen 
Stromlinien unter einem von Null verschiedenen Winkel getroffen, der 


1 Jahresber. d. D.M. V. Bd. 34. 
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aber bei Annaherung an den Rand wie die erste Potenz der Entfernung 
vom Rande gegen Null strebt. Es liegt natiirlich nicht auf der Hand, 
daB es eine solche Schnittflache gibt, aber Brrkuorr hat fiir ziemlich 
allgemeine Klassen von Variationsproblemen die Existenz der Schnitt- 
flachen nachgewiesen. 

Ich begniige mich mit der Angabe, daB die Existenz der Schnitt- 
flache durch BirkuorrF z. B. fiir das Problem der geodatischen Linien 
auf den geschlossenen Flachen bewiesen wurde, deren Geschlecht Null 
ubertrifft, und fiir das Problem der geodatischen Linien auf geschlosse- 
nen Flachen vom Geschlechte Null unter der zusadtzlichen Voraus- 
setzung, daB keine geschlossenen geodatischen Linien vom Minimum- 
typus ohne Doppelpunkte vorhanden sind. Ich will nun weiter den 
Grundgedanken der Methode unter Beschrankung auf das Problem 
der geodatischen Linien darlegen. Die Methode beruht auf der Ein- 
fiihrung einer mit den Stromlinien eng verknipften Tvansformation 
der Schnitt{liche in sich. Jede Stromlinie trifft, wie vorausgesetzt 
wurde, in jedem geniigend groBen Zeitintervall die Schnittflache. Ver- 
folgen wir also eine nicht dem Rande angehérige Stromlinie von einem 
Schnittpunkt aus fiir wachsende Zeiten weiter, so folgt aus dieser Vor- 
aussetzung, daB sie die Schnittflache noch ein zweites Mal treffen muB. 
So wird jedem Punkt der Schnittflache ein wohl bestimmter anderer 
zugeordnet, namlich der nachste Treffpunkt der ihn passierenden Strom- 
linie. So ist dem Variationsproblem eine umkehrbar eindeutige und, 
wie man zeigen kann, auch stetige Transformation der Schnittflache in 
sich zugeordnet. Geschlossene Stromlinien miissen offenbar durch 
Punkte der Schnittflache gehen, die nach endlich oftmaliger Anwendung 
der Transformation in die Ausgangslage zuriickgefiihrt werden. Denn 
eine geschlossene Stromlinie hat nur endlich viele Schnittpunkte mit 
der Schnittfliche gemeinsam. Unsere Transformationen der Schnitt- 
flache in sich besitzen nun auBerdem noch eine positive Integral- 
invariante. D.h. es gibt eine auf der Schnittflache erklarte positive 
Funktion # derart, daB das ii f pdf erstreckt tiber zwei bei der Trans- 
formation einander entsprechende Teile der Schnittflache denselben 
Wert hat. Ich lege dies im Beispiel der geoditischen Limien etwas naher 
dar. Wir fiihren der Bequemlichkeit wegen in der dreidimensionalen 
Mannigfaltigkeit der Bewegungszustande geeignete Koordinaten ein. 
Zunachst fiihren wir auf der Flache, deren geodatische Linien unter- 

sucht werden sollen, isotherme Koordinaten ein. Dadurch wird das 
Linienelement auf die Form 


s? = a(x, y) (x? + 9?) 


gebracht, wo a(x, y) eine positive analytische Funktion ist. Der Para- 
meter ¢ langs der Extremalen werde wieder durch a(x’? + y”) =a) 
normiert. Dann werden die Differentialgleichungen der geodatischen 
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Linien 

ax’ + a,x? + a,x y¥ —>* =0, 
(3) ” Ryle , ay 

ay t+a,xV + byl As a Oe 


a 


Da nun aber x’ und y’ an die Bedingung a(x’? + y’*) =1 geknipft 
sind, liegt es nahe, einen Parameter @ so einzufiihren, daB 


Ko = cos, 
(4) Bn, 

y = —sim Pp 

Ja 
wird. Dann liefert die Differentiation von @ nach ¢: 
(5) y’ — a(x’ yl! coud, yl! a) ; 
Aus den beiden Gleichungen (3) findet man dann 
1 a,#'—a,y’ 1 a,cos mp — a,sin p 

(6) PRTG ison stato als 


so daB (4) und (6) nun die Differentialgleichungen der Stromlinien 
sind. x, y,g sind Parameter in der dreidimensionalen Mannigfaltig- 
keit der Bewegungszustande. Schreibt man (4) und (6) in der Form 


x =X (x,y, 9), 
(7) y=Y(x,y, 9), 

gy = (x,y, —9), 
so sieht man sofort, daB X,-+ Y,+ ®, =0 ist. Das erinnert an 
die Kontinuitatsgleichung der Hydrodynamik der inkompressiblen 
Flissigkeiten. Und tatsachlich kann man auch hier den SchluB ziehen, 
daB das Volumen JJ fdx dy dg eines beliebigen Bereiches bei der durch 
die Gleichungen (7) definierten Str6mung unverindert bleibt!. Zu dem 
Zwecke ist nur zu zeigen, daB das iiber die Oberflache eines Bereiches 
erstreckte Integral der zu dieser Oberflache normalen Geschwindigkeits- 
komponente der Str6mung Null ist. Nun sind aber Y, X, @ die drei Ge- 
schwindigkeitskomponenten. » sei der Geschwindigkeitsvektor, & der 
Vektor der Flachennormalen. Dann ist ffv-&df/ erstreckt tiber die 
Oberflache des Bereiches das Oberflachenintegral der Normalkomponente 
der Geschwindigkeit; »:& ist dabei das innere Produkt der beiden 
Vektoren, also, da & ein Einheitsvektor ist, der Normalkomponente 
der Geschwindigkeit gleich. Nach dem Gaussschen Satz der Integral- 
rechnung ist aber dies Oberflachenintegral gleich dem Volumintegral 


— JSf(X.+ Yy+ ®,) dxdydp. 


1 Vgl. auch den S. 92/93 im Falle der Ebene etwas anders gefiihrten Beweis. 
Auch dieser 148t sich fiir den jetzt vorliegenden Fall tibertragen. 


> 


Niel 
é. 


§ Geschlossene Integralkurven. 905 
Hier ist aber das Integral Null, und somit ist unsere Behauptung be- 
wiesen. Wir wenden das Ergebnis insbesondere auf einen Stromfaden 
an, d. h. wir legen durch die Punkte eines zweidimensionalen Flachen- 
stuckes die Stromlinien hindurch und verfolgen dieselben bis zu irgend- 
einem anderen zweidimensionalen Flachenstiick hin. Der von diesen 
beiden Flachenstiicken und den durch ihre Rander gehenden Strom- 
linien begrenzte Bereich ist der Stromfaden. Da an den von den Strom- 
linien gebildeten Randern die Normalkomponente der Geschwindig- 
keit Null ist, so bleibt vom Oberflachenintegral nur das tiber die beiden 
zweidimensionalen Flachenstiicke erstreckte tibrig, und die Summe dieser 
beiden Oberflachenintegrale der Normalkomponente der Geschwindig- 
keit ist Null. Dabei sind aber immer die 4uBeren Normalen zu nehmen. 
Die eine derselben weist in die Stromrichtung, die andere in die ent- 
gegengesetzte Richtung. Daher kénnen wir auch sagen, das Integral 
der Normalkomponente der Geschwindigkeit hange von der Wahl des 
zweidimensionalen durch den Stromfaden gelegten Flachensttickes nicht 
ab, wenn man dabei immer die nach der Bewegungsrichtung genommene 
Normalkomponente der Geschwindigkeit verwendet. Die Strémung fiihrt 
ja in der Zeiteinheit durch alle Querschnitte des Stromfadens die gleiche 
Flissigkeitsmenge hindurch. Wenden wir dies insbesondere auf die 
Schnittflache und zwei auf ihr durch die Strémung ineinander itiber- 
gefiihrte Flachenstticke an, so sind dies gerade zwei Querschnitte eines 
Geschwindigkeitsfadens. Die Normalkomponente der Geschwindigkeit 
ist eine positive Funktion und das Oberflachenintegral derselben ist 
die gesuchte Integralinvariante. Das Problem der geschlossenen Extre- 
malen lauft somit jetzt auf die Frage nach denjenigen Punkten der 
Schnittflache hinaus, die bei einer umkehrbar eindeutigen Transforma- 
tion derselben mit positiver Integralinvariante fest bleiben. Darauf war 
schon PoINcARE aufmerksam geworden, und er hat in seinem letzten 
geometrischen Theorem versucht, in einem bestimmten Falle die Existenz 
solcher Fixpunkte zu beweisen. BiRKHOFF hat dann spater den Beweis 
wirklich erbracht. Dies letzte PorncarEsche Theorem aber ist dieses: 
Wenn eine umkehrbare eindeutige und stetige Transformation eines 
Kreisringes (begrenzt von zwei konzentrischen Kreisen) eine positive 
Integralinvariante besitzt, stetig aus der Identitat erzeugt werden kann 
und dabei beide Randkurven in verschiedener Richtung transformiert 
werden, so sind mindestens zwei Fixpunkte vorhanden. PIRKHOFF hat 
in seiner Arbeit, iiber die ich hier berichtet habe, noch weitere analoge 
Satze ausgesprochen und bewiesen. Aber es mag das Gesagte gentgen, 
um zu zeigen, in welch weitem Mafe Satze der Analysis situs fir die 
Zwecke der Theorie der Differentialgleichungen nutzbar gemacht werden 
k6nnen. 
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IV. Kapitel. 


Lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
im komplexen Gebiet. 


§ 1. Lage der Singularitaten der Lésungen. 


w und z mégen zwei komplexe Variable bedeuten. Dann erklart 
die Differentialgleichung 


{(w", w',w, z) =0, 


in welcher {(w’’, w’, w, 2) eine analytische Funktion ihrer Argumente 
sein mége, eine oder mehrere zweiparametrige Scharen analytischer 
Funktionen. Will man, ausgehend von der Differentialgleichung, die 
Natur dieser Lésungen untersuchen, so ist es eine Hauptaufgabe, die 
Lage der singuldren Stellen und nachstdem ihre Natur festzustellen. Diese 
Aufgabe ist im allgemeinen recht kompliziert. Darauf deutet schon der 
Umstand hin, da8B gewoéhnlich die Lage der Singularitaten der Integrale 
von den Anfangswerten abhangt, durch welche dieselben festgelegt sind. 
Betrachtet man z. B. die zweiparametrige Schar von Funktionen 


w= 


+B («,B Scharparameter) ; 


Ai— & 
so sieht man, daB dieselben der Differentialgleichung 
w'2? + 4/3 = 0 


gentigen. Man kennt allgeniein durch die Untersuchungen von PAINLEVE! 
die Bedingungen, die bestehen miissen, wenn die Lésungen einer Diffe- 
rentialgleichung zweiter Ordnung nur feste, also nicht mit den Anfangs- 
bedingungen verscliebbare, Verzweigungspunkte und wesentlich singulare 
Stellen besitzen sollen. Doch wollen wir hier auf diese schénen Unter- 
suchungen nicht naher eingehen, sondern uns mit der Feststellung 
begniigen, daB bei den linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
nur feste Singularitaten auftreten. Ich betrachte die Differentialgleichung 


(1) w" + py (2) w! + po(2)w +7 (2) = 


Die Behauptung folgt dann aus dem S. 148 aufgestellten Existenzsatz, 
der auch fiir das komplexe Gebiet unverandert gilt. Er fiihrt dann hier 
zu folgender Aussage: 

Liegt in dem Kreise | z — Zo | <r keine Singularitat der Koefiixicnten 
Pi, Pa, 7 von (1), so gibt es genau eine in | z — 2| regulére analytische 


Funktion, die (1) geniigt und fiir die w(z) und w’ (2) gegebene Werte 
Wy und wy haben. 


1 Man vel. die Literaturangaben in der Enzyklopadie Bd. II, 2, S. 590 ff. 
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Wir erschlieBen hieraus den Satz: An allen Stellen der z-Ebene, tiber 
welchen keine Singularitaten der Koeffizienten von (1) liegen, sind die 
sdmtlichen Loésungen dieser Differentialgleichung regulér?. 

Denn sie lassen sich ja aus zwei ein Fundamentalsystem bildenden 
Lésungen durch lineare Kombination mit konstanten Koeffizienten 
gewinnen. Somit kann man jede Lésung auf jedem keine Singularitat 
der Koeffizienten treffenden Weg analytisch fortsetzen. Betrachten wir 
namlich eine von einem Punkt z) zu einem Punkt z, fiihrende von 
Singularitaten der Koeffizienten freie stetige Kurve und nehmen an, 
man kénne von 2, ausgehend bei der analytischen Fortsetzung jeden 
Punkt der Kurve vor z, erreichen, z, aber nicht. Da nun aber die Lésung 
in jedem keinen singularen Punkt der Koeffizienten enthaltenden Kreis 
regular ist, so wahle man auf der Kurve vor z, einen Punkt z,, dessen 
Entfernung von z, kleiner ist als die Entfernung 6 der Kurve von den 
singularen Punkten der Koeffizienten. Da die Lésung im Kreise vom 
Radius 6 um z, regular ist und z, diesem Kreis angehért, ist sie auch 
in z, regular. . 

An den singularen Stellen der Koeffizienten selbst kénnen Singu- 
laritaten der Lésungen auftreten. Es kann aber auch geschehen, daB 
einzelne Lésungen da noch regular sind. Insofern erweisen sich auch hier 
die Singularitaten noch als beweglich. Auch ist die Natur der Singu- 
laritaten fiir die einzelnen Losungen verschieden. Fest sind die Singu- 
laritaten nur insofern, als nur tiber einer ganz bestimmten Kategorie 
von 2z-Stellen Singularitaten liegen kénnen. . 

Uber die Natur der Singularitaten kann man auch relativ leicht 
AufschluB gewinnen. Das soll im folgenden Paragraphen geschehen. 
Es geniigt, wenn wir dabei nur auf die homogenen Differentialglei- 
chungen achten, weil wir ja seit S. 152 wissen, wie man die Integration 
der inhomogenen Differentialgleichung auf die der homogenen zurtick- 
fihren kann. 


ae § 2. Die Natur der Singularitaten. 


1. Die Fundamentalgleichung. Wir betrachten nur isolierte Singu- 
laritaten der Koeffizienten. Hier diirfen wir uns auf solche beschranken, 
in deren Umgebung die Koeffizienten eindeutig sind. Denn die Mehr- 
deutigkeit kann man bekanntlich durch Einfithrung geeigneter uni- 
formisierender Parameter auf Eindeutigkeit zuriickfitihren. Es mégen 
also in der Umgebung von z =a die Koeffizienten der Differential- 
gleichung 
(1) w” + p,(z)w’ + p,(z)w=0 

1 Wegen der Begriffe regular und singular, Funktionselement, analytische 


_ Fortsetzung usw. vgl. man mein Lehrbuch der Funktionentheorie Bd. I, 3. Aufl. 
Leipzig: B. G. TEUBNER 1930. 
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eindeutig und regular sein. Im Punkte z = a selbst soll aber fiir einen 
oder fiir beide die Regularitat aufhéren. Betrachten wir nun irgendein 
Fundamentalsystem w, (z) und w,(z) der Differentialgleichung und sehen 
zu, wie sich die Funktionen beim Umlauf um die singulare Stelle andern. 
Ich schlage um z =a einen Kreis, in dem die Koeffizienten mit Aus- 
nahme der Stelle z =a keine weiteren Singularitaten haben sollen. 
z = 2%, sei eine Stelle in diesem Kreis. Ich betrachte zwei zum Punkte 2 
gehérige Funktionselemente 8,(z — 2) und %8,(z — 2) des Funda- 
mentalsystems w,(z), w,(z) und setze diese beiden Elemente langs 
eines Weges fort, der z =a einmal im positiven Sinne umschlieBt. 
Dadurch entstehen aus den Ausgangselementen zwei neue Elemente, 
deren Quotient nicht konstant ist, die also auch ein Fundamental- 
system ausmachen. Da man alle Lésungen aus dem Fundamental- 
system durch lineare Kombination mit konstanten Koeffizienten erhalt, 
so miuissen sich auch die nach der analytischen Fortsetzung erhaltenen 
beiden Potenzreihen aus denen linear darstellen lassen, mit denen man 
bei der analytischen Fortsetzung begann und umgekehrt. Daher erfahrt 
jedes Fundamentalsystem beim positiven Umlauf um die singulare 
Stelle eine lineare Substitution 


W,(2) =aw, + dw,, 
W,(z) =cw, + dw, 
mit nicht verschwindender Determinante. 
Wenn erst einmal fiir ein Fundamentalsystem diese Umlauf- 
substitution bekannt ist, so kann man aus ihr entnehmen, welchen 


EinfluB ein positiver Umlauf um die singulaére Stelle auf irgendeine 
andere Lésung 


w(z) = aw + Bw, 
besitzt. Sie geht namlich bei dem Umlauf in - 
a(aw, + bw.) + B(cw, + dw,) 


iiber. Man kann nun stets mindestens eine Lésung auswahlen, die sich 
beim positiven Umlauf um die Stelle mit einem Faktor multipliziert. 
Dazu hat man nur die «, 6 so zu wahlen, daB 


(2) a (aw, + bw.) + B(cw, + dw,) = A(aw, + Bw) 


ist. Dabei ist A ein noch zu bestimmender Faktor. Schreibt man die 
Gleichung anders, so lautet sie 


@, (a (a — a) + Bc) + w,(ab + Bid — d)) =0. 


1 Ware der Quotient konstant, so verfolge man die analytische Fortsetzung 
wieder riickwarts. Die Ausgangspotenzreihen hatten dann auch einen konstanten ~ 
Quotienten. 
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Da aber w, und w, ein Fundamentalsystem bilden, so kann sie 
nur dann erfillt sein, wenn 


(3) a(a—a)+Bc=0, 
| ab + B(d—’)=0 


ist. Sollen aber diese beiden Gleichungen durch Werte « und f lésbar 
sein, die nicht beide verschwinden, so muB A eine Wurzel von 
a— ij c¢ 


(4) Pee 


sein. Bestimmt man 4 aus dieser Gleichung und tragt einen der ge- 
fundenen Werte in (8) ein, so kann man aus diesen Gleichungen die 
a, B bestimmen und erhalt damit diejenigen Lésungen, die beim posi- 
tiven Umlauf sich nur mit einem Faktor multiplizieren. Es wird zwei ° 
solche Lésungen geben, wenn die beiden Wurzeln 4, und A, der Funda- 
mentalgleichung (4) verschieden sind. Diese beiden Funktionen machen 
dann selbst ein Fundamentalsystem aus, denn ihr Quotient kann dann 
nicht konstant sein. Sonst miBten sich ja beide beim Umlauf mit 
demselben Faktor multiplizieren. | 


2. Zwei verschiedene Nullstellen der Fundamentalgleichung. Wir 
wollen noch einen Augenblick bei diesem Fall stehen bleiben und uns 
die Gestalt dieser multiplikativen Losungen noch etwas naher tiberlegen. 
Die Funktion 


log Ay log A 
(5) (2 —a@) 27% = (z—a)n @ ~ On ;) 

multipliziert sich ebenfalls mit dem Faktor A,, wenn z die Stelle a 
im positiven Sinne einmal umlauft. Wenn also ein Element von w, (2) 
sich beim positiven Umlauf auch mit A, multipliziert, so ist 


w, (2) 
(2 — a)f 


in der Umgebung von z = a eindeutig und kann also in der Umgebung 
dieser Stelle in eine LAURENT-Reihe entwickelt werden. Daher hat 
jede multiplikative Lésung die Gestalt 


vy>+o 
(z—a)"1- SJa,(z— a)”. 
; v—>—oo 
Wie man aber, ausgehend von der Differentialgleichung, die Ex- 
ponenten und die Koeffizienten der LAURENT-Reihe wirklich ermittelt, 
wird im nachsten Paragraphen darzulegen sein. 


8. Doppelwurzel der Fundamentalgleichung. Jetzt wollen wir uns 
den Fall, daB die Fundamentalgleichung (4) zwei gleiche Wurzeln besitzt, 
etwas naher ansehen. Man wird dann im allgemeinen nur eine multi- 
plikative Lésung zur Verfiigung haben. Tatsdchlich zeigt die nahere. 


BIEBERBACH, Differentialgleichungen. 3. Aufl. 14 
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Betrachtung, daB in die anderen Lésungen dann im allgemeinen ein 
Logarithmus eingeht. Um das einzusehen, wahle ich ein passendes 
Fundamentalsystem. Als erste Funktion eines solchen nehme ich ném- 
lich die. eine sicher vorhandene multiplikative Losung. Die andere 
lasse ich beliebig. Dann erfahrt das neu gewahlte Fundamentalsystem 
beim Umlauf eine Substitution dieser Art: 

Wi =A 

W,=cw,+dw,. 
Frage ich hier wieder nach den multiplikativen Lésungen, so mussen 
das natiirlich die gleichen sein wie bisher. D.h. die zur neuen Sub- 
stitution gehérige Fundamentalgleichung muB auch zwei gleiche Wurzeln 
haben. Sonst gabe es zwei Lésungen mit verschiedenen Multiplikatoren, 
und die hatten sich dann auch schon aus der ersten Fundamental- 
gleichung ergeben mussen. Die neue Fundamentalgleichung wird aber 


AA Cc 
0 d—A; 


Damit ihre beiden Wurzeln 4, sind, mu8 eae sein. Unser Funda- 
mentalsystem erfahrt also die folgende Umlaufssubstitution 

W, = 1,20 

W,=cw, +A, 2%. 


=0. 


Der Quotient 
Wo 
wy 


hat daher diese Umlaufssubstitution 
7 
Er erfahrt also beim Umlauf einen Zuwachs um C genau wie 
: L 


ae 557108 (2 — a). 


Daher ist die Differenz 


We 

oa ani os (& — 4) 

in der Umgebung der singulaéren Stelle eindeutig und kann somit 
wieder in eine LAURENT-Reihe entwickelt werden. Daher besitzt w, 


diese Gestalt 
+0 + 0 
(z — a)" {A -log (zg — a) - SJa, (z — a)”+ 3,6,(z— a). 


Somit haben wir den folgenden Satz: 
Man kann in der Umgebung einer singularen Stelle ein Fundamental- 
system stets so wihlen, dap seine Losungen in der Umgebung der singu- 
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liven Stelle entweder Entwicklungen von der Form 


| W, = (zg —a)n sae — a)”, 
(6a) Tere 
| We = (2 — a)" Dib, (z — a)” 


oder Entwicklungen von der Form 


+0 
Ee Ae ST PEN 


(6b) + 00 + 
|». = (2 — a)" {A log (z — a) Sia, (z — a)” + 3b, (2 —@)} 


besitzen. 

Wie bestimmt man nun 7,, 7,, A und die Koeffizienten der LAURENT- 
Reihen aus der Differentialgleichung? Bevor wir dazu iibergehen, 
wird es niitzlich sein, noch ein Wort tiber das Verhalten der Lésungen 
im Unendlichen zu sagen. Um im Unendlichen eine Funktion zu unter- 
suchen, hat man erst 1 


= — 
3 
einzufiihren. Durch diese Substitution geht die Differentialgleichung (1) 
in die folgende iiber: 
d*w dwf2 I 1 1 1 
shar a it) 9 cb,(=-)w =0. 
Thre Lésungen hat man dann in der Umgebung von 3 = 0 zu betrachten. 


§ 3. AuBerwesentliche und wesentliche Singularitaten. 


Wenn die in den Lésungen des vorigen Paragraphen vorkommenden 
LAURENT-Reihen héchstens endlich viele negative Potenzen enthalten, 
so wollen wir sagen, es liege eine aufBerwesentliche Singularitat der 
Differentialgleichung vor; enthalt aber auch nur eine derselben un- 
endlich viele negative Potenzen, so sagen wir, es liege eine wesent- 
liche Singularitat der Differentialgleichung vor. Statt ,,auBerwesentlich 
singulare Stelle‘‘, sagt man auch ,,Stelle der Bestimmtheit’, weil dann 
die Lésungen bei Annaherung an diese Stelle im Falle reeller 7, und 7, 
bestimmten Grenzwerten zustrebt. 

Wenn eine Differentialgleichung an der Stelle z =a eine aufer- 
wesentliche Singularitat besitzen soll, so miissen die Koeffizienten ge- 
wissen Bedingungen geniigen, die wir jetzt angeben wollen, um als- 
dann die im vorigen Paragraphen gestellte Aufgabe fiir die auBer- 
wesentlichen Singularitaten zu lésen. 

Nehmen wir also an, die LAURENT-Reihen enthielten nur endlich 


viele negative Potenzen. Dann bilden wir den Quotienten fel Da aber 
14* 
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das reziproke einer LAURENT-Reihe mit endlich vielen negativen Po- 
tenzen sich als Potenzreihe mit nur positiven Potenzen darstellen laBt, 


. Ww 5 
so laBt sich —- so schreiben 
1 


(1) $2 = (z— ayo (A log (¢ — a) + (2 4)" BZ —a)} (BO) +0, 
wo » eine passende ganze Zahl ist und wo mit §§,(z — a) weiterhin 
stets eine keine negative Potenzen enthaltende Potenzreihe bezeichnet 
werden soll. Das Glied mit dem Logarithmus kann dabei evtl. wegfallen. 
Steht es da, so ist titberdies 7, =7, zu nehmen. Nun wissen wir aber 
von S. 150 her, daB man mit Hilfe irgend zweier unabhangiger Partikular- 
lésungen einer linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung 
w'’ + pi (2) w’ + p,(z)w =0 

fiir p, (z) die Darstellung hat 

Se na ea ee PROUD 
(2) P, (2) = WhWy— WW, 7; lo [3 =( )} : 


Nun rechnet man aber aus 
(3), (2) = (r, — 7) (2 — a)2—"—1 {A log (z — a) + (z — a)” B(z—)} 


+ (z — ayn fa + v(z — a)”—1 B(z — a) + (2 — a)” P (z — a) 
(4) wy = (2 — a)? +« Bo(z — a) (Bo (0) + 0) + 


In (3) kommt nun aber tatsachlich kein Logarithmus vor. Denn 


entweder ist A = 0, oder es ist 7; =7,. Daher hat e (22) die Gestalt 
1 


ia(et) = &— 4) Bea), (B (0) + 0). 


Also besitzt sowohl die logarithmische Ableitung von (3) wie die von (4) 
bei z =a einen Pol von hochstens erster Ordnung. Somit hat auch 
p1(z) bei z =a einen Pol von héchstens erster Ordnung. 

Aus der Gleichung 


wy + pi (2) wm, + Po(z) wy, = 0 


Ale) = — 2 — pS. 


gewinnt man 


Nun ist aber 


w, = (z —a)n tk. Bz — a) (#(0) +0). 
Daher hat a bei z = a einen Pol von héchstens erster Ordnung, wahrend 


wt : : 
a bei z = a einen Pol von héchstens zweiter Ordnung hat. Daher hat 


1 
auch #,(z) einen Pol von héchstens zweiter Ordnung. 


1 w ist also eine passende ganze Zahl. 
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So hat man den Satz: Wenn die Differentialgleichung 
w" + py (2) w + p,(2) w = 0 
an der Stelle z=a nur Lésungen mit auBerwesentlichen Singularititen 
besitzt, so muB sie in der ese von z =a dte Gestalt 
(2 ——— So 

(5) +e —a sw ad _— a 
haben. D.h. der erste Koeffizient hat dort einen Pol von héchstens erster 
Ordnung, der zweite Koeffizient einen Pol von héchstens zweiter Ordnung. 

DaB die hier fur eine Stelle der Bestimmtheit gefundene Bedingung 
auch hinreichend ist, hat Fucus durch Aufstellung der Potenzreihen- 
entwicklung der Lésungen bewiesen. Man sieht es aber nach einem 
von SCHLESINGER und in besonders einfacher Form von BirKHOFF! her- 
rihrenden Verfahren am schnellsten so ein: Man fiihre die Differential- 
gleichung (5) durch die Substitution w, = w,w, = (z —a)w’ in das 
System 


Dt) 


me ye z : (l1—%,)_ 1 Bs 


ce o— a 


tuber. Seine Koeffizienten, das sind die-Faktoren, mit denen w, und 
w, multipliziert sind, haben Pole héchstens erster Ordnung und somit 
gibt es eine Zahl M.>0 und eine Zahl 7), so daB in der Umgebung 


M 
|z —a| <7 dieser Stelle die Koeffizienten unter eae bleiben. Daher 
hat man 
a dml+ lm), eel <p ay dm +e). 
a | re L 21 2 [z—a| 1 2 
Setzt man nun W=|w, |?+|w, |?, so ist weiter fir |z—a|=r 
= m| <2 |, |-| | + ||: ja} <*"w. 
Also ist 
4M — dlogW — 4M 
pet Oe 
und daher . 
=4 
w<w,(-) (Omri) 2 
0 


y\—-4M , 
Daraus folgt sofort, daB fiir 7<~7) auch |w,|?<W, ie ist. 


D.h. also: Das Produkt 
; jwilt [2 — al 

bleibt in der Umgebung von z =a unter einer festen Schranke und 
daher kénnen wegen M > 0 in der Entwicklung von w, nach Potenzen 
von z —a nur endlich viele negative Potenzen auftreten, so da8 eine 
auBerwesentlich singulare Stelle vorliegt. 


1 Man vgl. G. D. BirKHOFF: Trans. amer. math. Soc. Bd. 11. 1910. 
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§ 4. Auflésung einer Differentialgleichung in der Nahe 
einer auBerwesentlichen singularen Stelle. 


1. Ansatz. Die weitere Aufgabe der Theorie ist es nun, tiber das 
Verhalten der Lésungen in der Nahe einer auBerwesentlichen oder einer 
wesentlichen Singularitat naheren Aufschlu8 zu gewinnen. Wir werden 
uns in diesem Buche auf die ausfiihrliche Behandlung der auBerwesent- 
lich singularen Stellen beschranken und gelegentlich nur kurz tiber die 
entsprechenden Verhaltnisse bei wesentlich singularen Stellen referieren. 

Zur Berechnung der Lésungen bedient man sich der Methode der 
unbestimmten Koeffizienten. Es liege bei z =a eine auferwesentlich 
singulare Stelle vor. 

Ich schreibe die Differentialgleichung so: 


L (w) = (z — a)? w" + (z — a) B, (= — a) w' + Bi (e —a)w =0. 
Ich setze 
Pi (2 — a) = Dia, (z—a)”, Be(z—a) = SB, (ze — 4)” 
und bilde zunachst 
&(z — a) = (z — a)*- f(z, A). 
Hier ist 
A Par aN Ok 


und man hat 


f(A) = A(A—1) + Ato + Bo 


f(A) = Aa, + B, y=1,2.... 
Macht man nun den Ansatz 
+ 0 
(1) w = (z—a)e- S'c,(z — alr, 


so erhalt man aus &(w) =0 eine gewisse LAURENT-Reihe, die ver- 
schwinden mu8. Dazu ist notwendig und hinreichend, daB ihre samt- 
lichen Koeffizienten verschwinden. Das fiihrt auf die unendlich vielen 
linearen Gleichungen | 


crlole-+ 8) + tah (e+ k—1) + “+ eofel) + eafessl0—1) + . == 0 


ts fa (0 + + Tet tefi(o) a, fy (0-1) eh oe 25 

C9 fo (e) oa c4ifi(o—1)+c_.2f,(0 —2)+-+---=0 

C_sfo(o) +¢2f(e—1)+---=0 

mit den unendlich vielen Unbekannten...c_,...¢-1, C9, Cy, Cg.... Die 


Gleichungen sind nur wenig einfacher dls dies welche man erhalten 
hatte, wenn man fiir die Koeffizienten der Differentialgleichung bei 
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z =a beliebige eindeutige isolierte Singularitaten zugelassen hatte. 
Man ist auch tatsachlich imstande, solche Gleichungssysteme auf- 
zulésen. Wir wollen darauf aber nicht eingehen, sondern verweisen den 
interessierten Leser auf zwei Abhandlungen von HELGE von Kocu! 
Hier beschranken wir uns auf die auBerwesentlich singulare Stelle: 
wir diirfen daher den Ansatz in 


w= (z— a)e~ Slop(e—a)* 
0 


abandern?. Setzt man also in den linearen Gleichungen die c_,, c_,... 
alle Null, so werden die Gleichungen 


Co fo(o) = 9, 
C1 fo(Q + 1) + of (e) = 0, 
(2) afole +2) + ahle +1) + colle) =0- 


Cn fy (@ shartlith Ons tale ee Stora “+ cohale )= 


Wir werden sie auflésen und auch g bestimmen. Wahlt man namlich 
@ so, daB 


(3) fy (ec) =e(0e—1) +e%+ 6) =0 


ist und ]4Bt cy = 0 willkiirlich, so kann man aus der zweiten Gleichung 
c, berechnen, dann aus der dritten c, usw., es sei denn, daB fiir das 
gewahlte 9 und eine der ganzen positiven Zahlen k auch ein f)(9 + k) =0 
wird. Dies ist dann der Fall, wenn die beiden Wurzeln der quadratischen 
Gleichung (3) sich um eine ganze Zahl unterscheiden. Sollte dies einmal 
eintreten, so verwende man diejenige der beiden Wurzeln @ von 
fo(e) =0, welche den grdBeren Realteil hat. Fiir diese gelingt dann 
die Bestimmung? der c,. 


2. Konvergenzbeweis. Wir haben so scheinbar unsere Aufgabe gelést 
und aufs neue erkannt, daB Differentialgleichungen von der im vorigen 
Paragraphen bestimmten Gestalt tatsachlich bei z = a nur eine auBer- 
wesentliche Singularitat aufweisen. Aber es bleibt noch eine Liicke: 
Konvergiert denn auch die gefundene Reihe ? Dies verstiinde sich nach 


1 Acta mathematica Bd. 16 u. 17. 

2 Die endlich vielen negativen Potenzen kénnen durch geeignete Wahl des 
Exponenten g beriicksichtigt werden. 

8 Hat man nicht f)(9) = 0 genommen, so findet man entweder, da8 alle 
cy = 0 sein miissen, oder man muB irgendein f,(@ + #) = 0 nehmen. Dann werden 
Co 4 =... = Oy =O. C, muB +0 genommen werden, wenn nicht wieder 
alle c Null werden sollen. Diese Annahme f)(0) += 0, aber fy(9 + k) =O ist 
offenbar damit gleichwertig, daB man im Ansatz (1) g durch @ + & ersetzt. Sie 
bietet also nichts Neues und es geniigt, f)(0) = 0 zu betrachten. 
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den allgemeinen Resultaten von S. 211 ff. von selbst, wenn wir hatten 
zeigen kénnen, daB die eben gefundenen Liésungen c, die einzigen L6- 
sungen der Gleichungen (2) sind. Aber gerade das ist nicht geschehen 
und auch nicht immer der Fall!. Es bleibt uns somit nichts weiter ubrig, 
als den Konvergenzbeweis direkt zu fiihren. Da 


fle +”) =(e0+ 2) (0 +n—I1)+ (e+) % + Bo 
ist, so hat man von einem gewissen 2 = N an: 
lfo(o + )| > lol +. 
Daher ist von = N an 
(lo] +) [en] < lena lA le +%—1)| + len-alliz(e+™—2)| + °°: 


+ |¢o| |fn (2)] - 
Also 


\c,| = len-a| [oa | + |Bs\] Te |Cn=a| [| %a) 4 [Bel] =e |¢o| [|«,,| + |Bnll- 


Aus den N ersten Gleichungen (2) ergeben sich gewisse Werte ¢,, Cg, .. ., 
Cy—,;- Man wiahle N positive Zahlen dy, d,,d,,...,dy_, irgendwie so, 
daB 

CADETS rn aby eC a OMS eerie: 


gilt. Nun bestimme man unendlich viele positive Zahlen dy, dy,,,.. 
aus den Gleichungen 


dy = dy {|| =F |Bal} + dye {| %2| + [Bo |} + wish” + do{|ax| + | By} 


8 
‘ 


(Sar: 
a, = dale | + 1B} fs dys |ca| a Bal} a ; ‘es + do{|%n + Bn\}- 


° ° ° ° e ° ° e ° . 


Dann hat man auch’ 


|ev| <dy, leaped Waeet One ce gi 
Wenn man nun zeigen kann, daB die Reihe 


(5) Dias, (z ati a)” : 


in einem gewissen Kreis um z = a konvergiert, so gilt das auch fiir die 
Reihe 
; o 


(6) ie Dd) Cn (¢ — a)”. 


1 Denn es ist z. B. bisher kein Grund dafiir angegeben worden, da8 gerade die 
eben getroffene Entscheidung fiir diejenige Wurzel @ von (2), welche den gréBeren 
Realteil besitzt, zu einer brauchbaren Bestimmung der c, fiihrt. Es kénnte sehr 
wohl sein, daB gerade die Wurzel vom kleineren Realteil bei passender Wahl der 
¢, zu einer konvergenten Reihe fiihrte. Das ist z. B. dann der Fall, wenn die auf 
S. 212 vorkommende Zahl A verschwindet, obwohl @, — @, ganz ist. Es ware 
freilich erstrebenswert, durch rein begriffliche Uberlegungen diese Schwierigkeit 
zu uberwinden, um so den Konvergenzbeweis einzusparen. 
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Setzt man nun noch 
by =a, 
(7) b, = 4, — d,{|a,| ota |B. |} 


bw—1 = dy—1 — dy_2{|%| + |Ai|}—-- »— do {lan—1| + By-al} 
und entwickelt den Quotienten 
bo +b; (2 — a) + by (2 — a)? 4---4+ dy_y (2 — a) ¥-1 | 


1— (Ja; |+| Bi |) (2 — 4) —-+>— (Jon | +] Bal) (e— a)... 
nach Potenzen von z — a, so erhalt man eine Potenzreihe 
(8) gy + ey (¢ a) +++ + ey (ea) Fees, 


die in einer gewissen Umgebung von z =a konvergiert. Fiir ihre 
Koeffizienten erhalt man aber die Gleichungen 


C.—-. 


b, = ¢, — &{|%,| + Bi |} 


ee Flee) fy yin esl | ay ate eh 
0 = ey —ey-1{\a,|+]B,|}—- : -— 6) {|aw| + | By |} 


oP ew er eT ae ee Fer e 6 wife “eine $ se ‘6 0) @. © ine joy 


Das sind aber gerade die Gleichungen (7) und (6), welchen die d, ge- 
nugen. Da aber diese Gleichungen nur auf eine Weise lésbar sind, so 
gilt : 

Cn de. (n=0,1,...) 


Da also (8) konvergiert und gleich (5) ist, so konvergiert (5) und 
daher auch (6). . 


3. Fundamentalsystem. Nachdem wir so gezeigt haben, daB durch 
die gefundene Reihe ein Element der Lésung dargestellt wird, steht 
natiirlich aus allgemeinen funktionentheoretischen Griinden fest, daB 
der Konvergenzkreis der Reihe bis zum nachsten singuléren Punkt 
reicht. Die Gleichung 


e(e—1) + e%+ Po=9, 
aus welcher wir @ bestimmten, heiBt die Fundamentalgleichung. Wenn 
dieselbe zwei Wurzeln hat, deren Differenz keine ganze Zahl ist, so 
liefert unsere Betrachtung gleich die beiden Loésungen eines Funda- 
mentalsystems. Unterscheiden sich aber die beiden Wurzeln um eine 
ganze Zahl, so erhalten wir nur eine Lésung. Dieselbe ist durch die- 
jenige.der beiden Wurzeln bestimmt, welche den gréBeren Realteil 
besitzt. Die bedeutsame Rolle, die hier die Wurzeln spielen, deren 
Differenz eine ganze Zahl ist, kann nicht wberraschen. Denn von (5) 
S. 209 her wissen wir ja schon, da8 die Exponenten nur bis auf ganze 
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Zahlen bestimmt sind. Dem trugen wir auch schon Rechnung, indem 
wir die Losung in der Form 

w = (2—a)e B (z — a) 
ansetzten. 

Wenn nun also die Differenz der Wurzeln eine ganze Zahl ist, so 
wird es sich darum handeln, eine weitere Lésung zu finden, die mit 
der schon bekannten zusammen ein Fundamentalsystem bildet. Die 
Mittel dazu stehen seit S. 151 bereit, denn damals lernten wir schon 
durch Kenntnis einer Lésung die Ordnung der Differentialgleichung 
reduzieren. Wir lernten: 

Wenn w, eine Lésung der Differentialgleichung 


w"” +p, (2) 0’ + py (zw =0 


ist, und wenn manw = w, if udz setzt, so geniigt ~ der linearen Diffe- 
rentialgleichung erster Ordnung: 


u! + u(t + 1) Sats 


Tragen wir hier 


wW, = (z— a)@ B (z — a), geo SS 


ein, so wird die Gleichung 
. 2 
u +4 (=e + Bs (z — a)) 0 


‘Bezeichnet man die zweite ,,kleinere“ Wurzel der Fundamentalgleichung 
(3) mit 9,, so kann man hierfiir schreiben: 


, 1 
u + 4(— PENNE B5 (2 — a)) =0 
Hier ist aber,, wegen der Wahl von 9, 
. 01 — @2 
eine nicht negative und damit 
Ut Og as Oe eo 
eine positive ganze Zahl. Aus der Gleichung fiir u findet man 
u = (z— a)~” By (z— a). 


Somit wird die andere Lésung des Fundamentalsystems 


w=, fudz=w,{A log (z — a) + (z —a)—"*1 8, (2 — a)} 
= (2 — a) A slog (2 — a) + 9B (z — a) + (2 — ae B, (z — a). 


Wir kénnen das Resultat so aussprechen: 
0, und Qo, seien die beiden Wurzeln der Fundamentalgleichung (2). 
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Es mége ® (0,) = R (05) sein. Dann besitzt die Differentialgleichung 

(2 — a) Po (z— a) 

Sela pk 
in der Umgebung von z = a stets ein Fundamentalsystem von der Gestalt 

w, = (2 — a) B(z— a), 

W, = (2 — ae A «log (2 — a) B (2 — a) + (z — a) B*(z — a). 
Wenn die Differenz 0, — @ keine ganze Zahl ist, so fallt stets das mit dem 
Logarithmus behaftete Glied weg. Man hat dann die Konstante A gleich 
Null zu setzen. Wenn aber die Differenz 0, — 0, eine ganze Zahl ist, 
dann kann A von Null verschieden sein. Der Konvergenzkreis der beiden 
hier vorkommenden Potenzrethen reicht bis zum nachsten singularen Punkt. 

4. Bemerkung: Es kann sehr wohl der Fall eintreten, da8 an einer singularen 
Stelle der Differentialgleichung alle Lésungen regular sind. Das tyifft z. B. bei 
20 aad 

w”’ w’ 2 w 2 7e* 0 
Santos 
zu. Denn ein Fundamentalsystem derselben ist 
U1, 
Ww, = 22, 
Eine singulare Stelle, in der sich alle Integrale regular verhalten, nennt man einen 
Nebenpunkt. 


§ 5. Anwendung auf die BESSELsche Differentialgleichung. 
Die BessEtsche Differentialgleichung 


Bock 


1 
w’ + —w’ + —,—_w=0 
Zz z 


besitzt bei z =O eine auBerwesentlich singulare Stelle. Die Funda- 
mentalgleichung wird: 


e(e—1)+e—n=0. 
Thre beiden Wurzeln sind somit 


BL adi (wo I(n)=HR(—n) sei). 
Cs tt 
Schon diese kurze Bemerkung lehrt nach einem Blick auf die For- 
meln des vorigen Paragraphen, daB es, falls nicht gerade rein imaginar 
ist, tatsichlich stets nur eine Lésung (die erste oben aufgeschriebene) 
gibt, welche bei z = 0 endlich bleibt. Damit haben wir eine Frage be- 
antwortet, die wir auf S. 186 vertagt hatten. 
Es wird eine niitzliche Ubung fiir den Leser sein, das folgende 
Ergebnis selbstandig zu gewinnen: 
Wenn x keine ganze Zahl ist, dann sind J,,(z) und J_,(z) die beiden 
Lésungen eines Fundamentalsystems. Wenn aber m eine ganze Zahl 
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ist, dann verliert J_,(z) seinen Sinn, weil einige seiner Koeffizienten 
unendlich werden. Alsdann wird die zweite Lésung des Fundamental- 
systems fur n > 0 


a (2) +log z 


SE 4 ee 2n—5(m— 3)! za gn-2 


- {28 L(n—When 4 ah ce T ao eel og = eT 


n m 
(—1)™- lgn+2m a 


=e + Sasa (n+ m)! {Oe Del 


Fir » =0 fallt die geschweifte Klammer und der darauf folgende 
Summand weg. Ich will dem Leser zur Herleitung dieses letzten Er- 
gebnisses eine auch sonst niitzliche Anleitung geben. Wenn wir nach 
der im vorigen Paragraphen verwendeten Methode rechnen wollten, 


so hatten wir die Unbequemlichkeit, erst den Quotienten a a in eine 


Potenzreihe entwickeln zu miissen. Das vermeidet man, wenn man in 
die Gleichung mit dem durch unser allgemeines Resultat nahegelegten 
ase te Wy = 2%+ SY? (dm + by log z) 2™ 

hineingeht. Die Methode der unbestimmten Koeffizienten liefert dann 
das gewiinschte Ergebnis. Wir haben diese Methode nicht im vorigen 
Paragraphen angewandt, weil wir sonst die Rechnung wieder durch 
einen Konvergenzbeweis hatten erganzen miissen. Der ergab sich bei 
der Betrachtung des vorigen Paragraphen ganz von selbst. Der Leser 
sieht aber an diesem Beispiel, daB es in praxi bequemer sein kann, 


Wege einzuschlagen, deren direkte theoretische Begriindung schwieriger 
ware. 


§ 6. Differentialgleichungen der FucHSschen Klasse. 


Man sagt, eine Differentialgleichung w’’ + ,(z)w’ + p.(z)w = 0 ge- 
hére der Fucusschen Klasse an, wenn sie nur auBerwesentlich singulare 
Stellen besitzt. Der erste Koeffizient besitzt dann im Endlichen nur 
Pole héchstens erster Ordnung, der zweite nur Pole héchstens zweiter 
Ordnung. Uber das Verhalten der Koeffizienten im Unendlichen miissen 


wir jetzt noch Aufschlu8 gewinnen. Schon S. 211 haben wir durch die 
Substitution 


z= — 


3 
das Unendliche nach 0 gebracht. Wir werden sagen, bei z = 00 liege 
eine auBerwesentliche Singularitat, wenn die S. 211 angegebene trans- 
formierte Differentialgleichung bei 3 = 0 eine auBerwesentliche Singu- 
laritat besitzt. Damit nun aber der erste Koeffizient 


a Ree) 


§ 6. Differentialgleichungen der Fucusschen Klasse. Berl 


der transformierten Gleichung bei 3 =0 einen Pol héchstens erster 
Ordnung habe, muB8 die Entwicklung von #, (—) so aussehen: 
Co] 


Pr (=) = a3 t aatt 


D.h. in der Umgebung von z = co muB die Entwicklung von 4, (2) 
so aussehen 


pi (2) = & : ahs oe Sita 


pi(z) hat also dort eine Nullstelle mindestens erster Ordnung. Somit 
mu8 #,(z) eine rationale Funktion mit nur Polen erster Ordnung sein, 
welche im Unendlichen verschwindet. Versteht man unter ,... a, 
die Gesamtheit der Stellen, an welchen #,(z) oder p,(z) Pole haben, so 
besitzt #,(z) folgende Gestalt: 


(1) pie) = 2 (pe) = (@ =) (@ = 9)... © — HQ), 


wo der Zahlergrad um mindestens eins kleiner ist als der Nennergrad. 
Man braucht natiirlich an sich in den Nenner nur die «; zu schreiben, 
die wirklich Pole von #,(z) sind. Fiir die weitere Betrachtung ist es | 
zweckmabiger, Zahler und Nenner noch mit den Faktoren z — «; zu 
erweitern, die von Polen des #,(z) herriihren. 

Untersuchen wir‘nun den zweiten Koeffizienten 


1 il 
#h(5) 
der transformierten Gleichung. Soll er bei 3 = 0 einen Pol von héchstens 


. ; 1 
zweiter Ordnung haben, so mu8 die Entwicklung von #, (=) so aussehen 


(=) SEIT SS oe RO 
Also folgt 


Daraus findet man, daB #,(z) eine rationale Funktion von folgender 
Gestalt sein muB 

(2) po()= Dee (Pl) =m) +4 (2 —))- 
Der Zahlergrad muB8B dabei um mindestens zwei Einheiten kleiner sein 
als der Nennergrad. Dabei ist wieder «1,..., die Gesamtheit der 
Stellen, an welchen #,(z) oder ~,(z) Pole besitzen. 

Umgekehrt gehért nach §3 auch eine Differentialgleichung, deren 
Koeffizienten die eben angegebene Gestalt besitzen, der Fucusschen 
Klasse an. Man kann die gefundenen Bedingungen auch mit Hilfe 
der Partialbruchzerlegung zum Ausdruck bringen. 
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Sind namlich , 


(3) 


die Partialbruchzerlegungen fiir die Koeffizienten einer Differential- 
gleichung 
w’’ + p, (2) w’ + p2(2)@ =0 

der Fucusschen Klasse, so mu8 

lim p, (2) =0 lim, (z) =0. limz-, (z) =0 

s> 0 Z—->0o zZ—->0o 
sein!, So kann man namlich die gefundenen Bedingungen ausdriicken. 
Den beiden ersten Bedingungen haben wir schon dadurch Rechnung 
getragen, daB wir in den obigen Partialbruchzerlegungen keine addi- 
tiven ganzen Funktionen angebracht haben. Die letzte Bedingung aber 
fihrt zu der Gleichung 


(4) DC On 

Wir wollen noch die Fundamentalgleichung des unendlichfernen 
Punktes aufschreiben. Dazu miissen wir nur die Fundamentalgleichung 
der transformierten Gleichung bei 3 = 0 aufschreiben. Setzen wir 


lim p-=p, (=) = lim {2 — 2h, (2)} = o 


3>0 Z-> co 


so wird die Fundamentalgleichung 
e(o—1)+ee+fp=0. 


Das Fundamentalsystem des unendlichfernen Punktes sieht dann so aus 
1 1 
Uap Wee 0 $ (=) 
1 1 1 1 


Dabei sind 9, und @, die beiden Wurzeln der Fundamentalgleichung 
und es ist R(e,) = R(o.). Die Zahl A ist stets Null, wenn 9, — 9, 
keine ganze Zahl ist. 

Ist m die Anzahl der im Endlichen gelegenen singularen Stellen, 
so hat man noch den Satz, da8 die Summe aller Wurzeln aller charak- 
teristischen Gleichungen n —-1 betrdgt. Er beruht auf dem funktionen- 


1 Unsere Betrachtung laBt iiberdies erkennen, daB z = © nur dann eine regu- 
lare Stelle der Differentialgleichung ist, wenn iiberdies noch lim zp,(z) = 2 und 
lim 2°, (z) = 0 gilt. 


2-00 
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theoretischen Satz, daB die Summe der Residuen einer rationalen 
Funktion Null ist. Nun aber ist die Fundamentalgleichung der singu- 
laren Stelle «,, wenn man die Darstellungen (1), (2) verwendet 


= ony 
e@ (@ — 1) ot ots 0. 


Andererseits ist aber 


das Residuum von 4, (z) bei «,, wahrend die Summe der beiden Wur- 
zeln der Fundamentalgleichung 


wird. Im Unendlichen ist das Residuum « — 2, die Summe der Wur- 
zeln 1 —«. Daher wird die Summe aller Wurzeln vermehrt um die — 
Summe aller Residuen gleich » — 1. Daher ist die Summe aller Wurzeln . 
aller charakteristischen Gleichungen gleich » — 1, da die Summe aller 
Residuen verschwindet. 

Schreiben wir noch die Fundamentalgleichungen unter Me Taga 
der Partialbruchzerlegungen (3) auf. Sie lauten: 


o(o—1)+A,0+ B, =0 fiir die Stelle z= «,, 
e(e — 1) + (2— DA, o+ DS (B, + Cro,) = 0 fir z= 00. 


§ 7. Die hypergeometrische Differentialgleichung. 


1. Aufstellung der Differentialgleichung. Eine jede Differential- 
gleichung der Fucusschen Klasse mu8 im Endlichen mindestens eine 
singulare Stelle haben. Denn sonst waren die Koeffizienten konstant. 
Aber die Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten gehéren 
nicht der Fucusschen Klasse an, es sei denn, daB w’’ = 0 vorgelegt 
ist. Dent die Koeffizienten anderer Differentialgleichungen mit kon- 
stanten Koeffizienten werden ja im Unendlichen nicht Null und ihre 
Integrale haben, wie wir von S. 153 wissen, im Unendlichen wesentlich 
singulare Stellen. 

Differentialgleichungen der Fucusschen Klasse aber, welche im 
Endlichen gerade einen singularen Punkt haben, sind nach (3), (4) S. 222 
von der Form 


ibis Bice ages (Nh 


(z — a)? 


a 


Auch sie haben wir schon S. 155 zu integrieren gelernt. Diese Diffe- 
rentialgleichung hat iiberdies noch z = 00 als singulare Stelle, falls 
nicht A = 2, B =0 ist. Denn dies ist nach FuBnote.1 van S., 222 die 


Bedingung dafiir, daB z = 00 eine regulare Stelle ist. 
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Soll eine Differentialgleichung der Fucusschen Klasse im, Endlichen 
zwei singulare Punkte haben und im Unendlichen regular sein, so mub 
sie durch lineare Transformation von z aus einer der oben betrachteten 
hervorgehen. 

Der nichst einfachste Fall ist der, daB drei singulare Punkte vor- 
handen sind. Sie mégen bei 0, 1, co liegen!. Die Wurzeln ihrer Funda- 
mentalgleichungen mogen 


(Co1» Qua)» (O11, @12); (001 Owe) 


sein. Seit RrEMANN bezeichnet man eine jede Lésung einer solchen 
Differentialgleichung mit 


ie sik es 
eA Tiny Sinn 2 
Coz C12 Owe 


Man zahlt namlich leicht nach, daB die Anzahl der in die Koeffizienten 
der Differentialgleichung eingehenden Parameter fiinf ist, namlich 
zwei Koeffizienten im Zahler von #,(z) und drei im Zahler von #,(z). 
Ebenso groB ist aber die Zahl der in den Ausdruck der P-Funktion 
eingehenden Parameter: 6 Fundamentalwurzeln 0,,, deren Summe | ist. 
Man wird somit erwarten, daB man die Koeffizienten der Differential- 
gleichung durch diese 5 neuen Parameter ausdriicken kann. Wir wollen 
das nachher auch tun, vorab aber bemerken, daB ein gleiches Resul- 
tat bei mehr als drei singulaéren Stellen nicht zu erwarten ist. Denn 
bei ~ im Endlichen gelegenen Singularitaten hat man in den Differen- 
tialgleichungskoeffizienten 


nt+n+t+2n—1l=4n—1 


Parameter. Ferner hat man m singuldre Stellen und 2” + 2 Funda- 
mentalwurzeln. Da aber die Summe derselben wieder fest ist, so sind 
das noch 2” +1 Parameter. Daher hat man bei dieser Zahlung 
3n +1 

Parameter. Beide Zahlen stimmen nur fiir » = 2 tiberein. Die iiber- 
schissigen in die Differentialgleichung eingehenden u — 2 heiBen die 
akzessorischen Parameter. Man kann — Ahnlich wie bei Randwert- 
aufgaben — versuchen, sie durch weitere den Lésungen auferlegte 
Bedingungen zu bestimmen. Man erhalt so mannigfache Oszillations- 
theoreme, die spater noch ein wenig naher beriihrt werden kénnen. 

Wir wollen bei den Differentialgleichungen mit drei singularen 
Punkten stehen bleiben. Durch die Substitution 


w= 2 (1—z)".W 


1 Das 148t sich ja durch eine lineare Transformation stets erreichen. 


* 
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kann man erreichen, daB bei 0 und 1 je eine der Fundamentalwurzeln 
verschwindet. Die beiden Wurzeln bei o© bezeichnet man- dann mit. 
a, B, die zweite Fundamentalwurzel von 0 hat man sich gewohnt, mit 
1 — y zu bezeichnen. Beriicksichtigt man, dann noch, daB die Summé 
aller 1 sein muB, so wird die zweite Wurzel des Punktes 1: 


y—a—fB. 
Das Symbol der neuen P-Funktion wird also 


0 i ee) ~, 
ie 0 0 eae 


Se eye Be 
Nun sollen die Koeffizienten der Differentialgleichung durch «, B, y 

ausgedriickt werden. Das gelingt am besten durch Heranziehen der ~ 
Partialbruchzerlegung der Koeffizienten und unter Verwendung der 
Schlu8formeln des letzten Paragraphen. Denn dort kann man direkt 
die Ausdriicke der Koeffizienten der Partialbruchzerlegung durch die 
Fundamentalwurzeln ablesen. Man findet so als Ausdruck der Diffe- 
rentialgleichung 


wo" eng (2 t-¢ 48) 2 ’ a B 


z(z—1) eel Af S ay Gs 


Sie heiBt ,,rypergeometrische Differentialgleichung‘’ aus einem bald an- 
zugebenden Grunde. 


2. Hypergeometrische Funktionen. Unsere nachste Aufgabe ist es, die 
Fundamentalsysteme der drei singularen Punkte anzugeben. Ich be- 
ginne mit z = 0, und will annehmen, daB y keine negative ganze Zahl 
und nicht Null ist. Dann,gehért zu der Fundamentalwurzel 0 ein bei 
z =O regulares, dort nicht’ verschwindendes Integral. Man kann es 
somit nach S. 214 ff. mit der Methode der unbestimmten Koeffizienten 
berechnen und darf dabei annehmen, daB es bei z = 0 den Wert Eins 
hat. Die so normierte Funktion bezeichnet man mit 


F(a, By, 2). 
Die Methode der unbestimmten Koeffizienten liefert, wie der Leser 
selbst nachrechnen méoge, 


Pla byaim i+ tbat EM 
Diese Reihe heiBt die hypergeometrische Rethe, geht sie doch fir «a = 1, 
fB =y in die geométrische Reihe iiber. Ihr Konvergenzkreis ist der 
Ejinheitskreis. ; 

Zur Berechnung der zweiten Funktion des Fundamentalsystems 
fiihrt im Falle, wo y keine ganze Zahl ist, die folgende Bemerkung. 


‘Bresersacn, Differentialgleichungen. 3. Aufl. 15 
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Wenn man in der hypergeometrischen Differentialgleichung die Sub- 
stitution 
Wie alt 
macht, so erhalt man eine neue hypergeometrische Differentialgleichung. 
Denn die Fundamentalwurzeln werden jetzt: Bei z = 0: y — 1,0, bei 
z=1:0,y—a—f, bei z =o: oe ar B—y +11}: Setzt man 
daher 
a — y 1; b,=B—-y+1, = 275 


so erkennt man, daB der neuen Differentialgleichung die hypergeo- 
metrische Funktion F (a, B,, 71, 2) gentigt. Daher ist 


W, = 2? F(a —y ={- 1; iat 1, 24,2) 
das andere Integral des Fundamentalsystems der gegebenen Differential- 
gleichung. Natiirlich kann man dies auch auf dem Wege der Rechnung 
bestatigen. 

Nunmehr ist es auch leicht, fiir die Stellen Eins. und Unendlich 
Fundamentalsysteme anzugeben. Macht man namlich in der hyper- 
geometrischen Differentialgleichung die Substitttion 

,=1-2, 
so wird dieselbe 
a eye poe (ae) 8 


A a8 
3(@—1) ot met 


kd a(@—1)” 


Setzt man nun 
=, Bi = 6; %y%=1l+a+B-—y, 
so kann man sie auch schreiben: 


” —¥i1t+(1+ a, + B)% 
Wiisck: 6 (6 — 1) 


, oy By sa" 
heagia eV ean Vy 


Demnach ist 


F(%,,81,71,3), 647? F(a,—-y, +1, B= Vy 1s 2 = P58) 


ein eat cntcyticed derselben bei 3 =0, falls y, keine ganze Zahl 
ist. Daher wird 


F(a,B,lt+a+B—y, 1—2z) 
Le 2) SPE eB ye Oy) Oi aie) ae 
ein Fundamentalsystem der urspriinglichen bei z=1, falls nicht 
y —a—f eine ganze Zahl ist. 
Macht man andererseits die Substitution 
1 


Zz 


) ist, so wird W = "" 8(=) 
z 


z 


5 => 


1 Wenn r 18), ies (= ® ( 


ale 
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so entsteht eine Differentialgleichung mit drei singularen Punkten 
0,1, 00, deren Fundamentalwurzeln 


(x,B), (0,y—a—8), 0,1—y) 
sind. Setzt man daher 
W=3-%-w, 


so wird die Differentialgleichung hypergeometrisch mit den Funda- 
mentalwurzeln: (0,8 — a), (0,y —a« —f), («,a—y-+1). Daher ist 
F(a,«—y+1, 1+a—6,3) 
fee lk & 182) 
ein Fundamentalsystem derselben bei 4 = 0, falls 8 —« keine ganze 
Zahl ist. Daher ist 


(+)"F (a, rp tol ag peaks aes =) 


FAB 1 

(+) F (6. Bey Meee ae 8 Waal # Lege 85 =) 
ein Fundamentalsystem der urspringlichen bei z = 00, falls a —B 
nicht ganzzahlig ist. 
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1. Konforme Abbildung durch den Quotienten zweier Lésungen. Es 
ist in diesem einfitihrenden Buche nicht meine Aufgabe, eine erschép- 
fende Theorie der hypergeometrischen Differentialgleichung zu geben. 
Vielmehr sehe ich meine Aufgabe darin, einen Uberblick itber die 
wesentlichsten bisher behandelten Probleme zu geben. Daher will ich | 
auch nicht naéher auf die Bestimmung der Fundamentalsysteme in den 
Fallen eingehen, wo die bisher bestimmten Fundamentalsysteme ver- 
sagen, wenn also z. B. y eine ganze Zahl ist. Methodisch wiirden ja 
diese Falle nichts Neues mehr bieten. 

Lieber will ich mich jetzt der Frage zuwenden, wie man die ana- 
lytische Fortsetzung einer einzelnen Lésung bestimmen kann. Wenn 
z.B. F(a, B, y, 2) vorgelegt ist, so erhebt sich beispielsweise die Frage, 
wie sich dieselbe in der Nahe von z = 1 oder von z = © verhilt, tiber- 
haupt allgemein die Frage nach ihrer Anderung, wenn z einen ge- 
schlossenen Weg in seiner Ebene beschreibt. Ich beschranke mich 
dabei wieder auf die im vorigen Paragraphen hervorgehobenen Fille, 
wo in den Fundamentalsystemen die logarithmischen Glieder fehlen. 

Nun kann nach S, 207 jede Lésung auf jedem Wege fortgesetzt 
werden, der keine singuldre Stelle der Koeffizienten trifft. Daher ist 
jede Lésung in demjenigen Stern eindeutig, den man erhalt, wenn 
man den Mittelpunkt eines sie definierenden regulaéren Funktions- 
elementes mit den Stellen 0 und 1 verbindet und die Ebene langs der 

15* 


228 II. 4. Lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung im komplexen Gebiet. 


Verlingerungen dieser beiden Linien tiber 0 und 1 hinaus aufschneidet. 
Es wird also nur darauf ankommen, Umlaufe um einzelne singulare 
Punkte zu untersuchen. Es ist dazu zweckmabig, nicht F (a, B, y, 2) 
fiir sich zu untersuchen, sondern die beiden Funktionen 


wo, =F(a,B,y,2), 
w= 21-1F(n—y+1, B—y+1,2—y7,2), 
welche das Fundamentalsystem bei z =0 bilden, gleichzeitig neben- 


einander zu betrachten. Am bequemsten gelangt man zum Ziele, wenn 


man den Quotienten 
Ws 
es 


heranzieht. Wir wollen untersuchen, welche Abbildung diese Funktion 
von der obwen Halbebene (2) >O vermittelt. Ich setze die a, B,y als 
veell voraus. Wir werden erkennen, daB die Halbebene in ein Kreisbogen- 
dreieck tibergefihrt wird. 

Es leuchtet ein, daB Zahler und Nenner von w auf der Strecke 
0 <z <1 reell sind, wenn man sich fiir den reellen Zweig von z!—” 
entscheidet. Ferner besitzt die Ableitung von w stets einerlei Vor- 
zeichen. Denn es ist ja 

ioe W, We its , 
Oe 
Nach S. 151 hat man aber 
W, Wy — We W, = ce—/P(2) az, 

‘Dieser Ausdruck kann nur an einer singularen Stelle der Differential- 
gleichung verschwinden, wenn er nicht identisch verschwindet. Dann 
aber ware w konstant. Daraus folgt, daB durch w das Stiick 0 <<z <1 
der reellen Achse in ein monoton durchlaufenes Stiick der reellen 
w-Achse tibergefiihrt wird, wofern man sich fiir denjenigen Zweig von 
zi-?” entscheidet, der fiir 0 < z <1 positiv reell ist. Dieses Stiick der 
reellen Achse kann w= oo enthalten und auch Teile der w-Achse 
mehrfach bedecken. 

Was wird nun aus der negativen reellen Achse? Setzt man in der 
oberen Halbebene z =re'?, 0 < gm <a, so wird fir negative z 

Basi d Aires 
Daher hat man 
gi-y = yl—-r eix—y) 


zu nehmen. Ersetzt man dann F, durch e~**@-” und wiederholt die 
vorigen Schliisse, so erkennt man, daB die negative reelle Achse in 
ein monoton durchlaufenes Stiick der Geraden 


argw = z(1— y) 


der w-Ebene iibergeht. Beide bisher genannten Geradenstiicke bilden ~ 
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also einen Winkel von a(l — y) miteinander. Nun bleibt noch die 
reelle Achse 
z>1 


ubrig. Betrachten wir-zunachst einmal in der Umgebung von z = 1 
den Quotienten der beiden Funktionen, durch die wir vorhin S. 226 
in der Umgebung dieses Punktes ein Fundamentalsystem darstellten. 
Dann erkennt man genau wie eben, daB durch diesen Quotienten z > 1 
in eine gerade Strecke tibergefiihrt wird. Da nun aber w, und w, bei 
der Fortsetzung in der Umgebung von ¢ = 1 in lineare Funktionen 
der eben benutzten beiden Lésungen tibergehen, so wird w eine ge- 
. brochene lineare Funktion des eben benutzten Quotienten. Und daher 
wird durch w die Strecke z > 1 auf einen Kreisbogen abgebildet. Der- 
selbe muB mit den beiden schon eingefitithrten Strecken zusammen 
ein Dreieck bilden. Denn wenn z die reelle Achse durchlauft, so muB8 
sich w aus funktionentheoretischen Griinden reproduzieren. Denn 
sonst enthielte die obere Halbebene weitere Singularitaten. Daher 
wird die reelle Achse auf eine geschlossene Kurve abgebildet, und 
zwar wie wi sahen, auf den Rand eines Kreisbogendreiecks. Somit 
wird wieder aus funktionentheoretischen Griinden die obere Halbebene 
auf dies Kreisbogendreieck selbst abgebildet. Welche Winkel besitzt 
dasselbe nun in den zwei noch tibrigen Ecken? Zur Beantwortung 
dieser Frage hat man nur den Charakter der Abbildung zu untersuchen, 
die der Quotient der beiden in der Umgebung von z = 1 und z = oo 
betrachteten ausgezeichneten Lésungen vermittelt. Denn unser Quo- 


/ 


tient ~ ist ja bei z =1 und z = oo als lineare Funktion dieser Quo- 
tienten darstellbar und lineare Abbildungen sind ja winkeltreu. Nun 
aber wird jener Quotient bei z =1 
Fy—6.y—«,1—-a—P+y,1—4) 

Fiasfo det 8 7 12) ; 


(1— z)7-*-8 

Bei z = © aber wird er 
i\ 
F(#,1+B-7, 1+6—%5) 


es 


F(a, Sees =) 


Man erkennt sofort, da8 dadurch die reelle Achse bei z =1 in zwei 

unter dem Winkel z (y —« —- 8) aneinanderstoBende Geraden tber- 

gefiihrt wird, wahrend bei z = 00 der Winkel 2(8 — «) herauskommt. 

So haben wir das Resultat: ' 
Durch die Abbildung 


apehhe Umma lea yt By 112 7,2) 
Wy Fi(a,p,, 2) 


wird die Halbebene auf ein Kreisbogendreieck abgebildet, das die 
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drei Winkel (1 — y),a(y:—« — B),a(B —«) besitzt. Ich ktrze ab 
y=l—-yipa=y—«—B,v =p —«. 

Die mehr funktionentheoretische Frage nach der Berechnung der 
Eckenkoordinaten dieses Dreiecks will ich nicht anschneiden; auch die 
damit zusammenhiingende Frage nach den Anderungen, die unser Quo- 
tient und damit auch der Zahler w, und der Nenner w, bei Umlaufung 
der singularen Stellen erfahren, will ich nicht behandeln. Es mag ge- 
niigen, die allgemeine Natur des Ergebnisses festgestellt zu haben. 
Jedenfalls wird einem Umlauf von z um einen singuléren Punkt éine 
lineare Substitution des Quotienten. entsprechen. 

Ich will nur in gewissen Spezialfallen die qualitative Natur des 
Ergebnisses noch etwas weiter verfolgen. Nach dem Spiegelungs- 
prinzip geht namlich die untere Halbebene gleichfalls in ein Kreis- 
bogendreieck iiber. Denke ich mir weiter die RiEMANNsche Flache 
von w(z) in ihre Halbebenen zerlegt und diese langs der drei Strecken 
0<z<1,z>1,z<0 jeweils aneinandergeheftet, so erhalte ich als 
Bild der RreMANNschen Flache einen aus lauter Kreisbogendreiecken 
aufgebauten Bereich. 


2. Schlichte Abbildung. Besonderes Interesse bietet nun der Fall, 
wo dieser Bereich schlicht ist, wo also kein Stiick der Ebene mehrfach 
von den Kreisbogendreiecken bedeckt wird. Es ist dies der Fall, wo die 


Umkehrungsfunktion von <2 eindeutig ist. Es ist. dazu erforderlich, 
1 
daB die Winkel Ax, wx, vz von der Form 


7% 7 Cs 

ape ’ 
sind, wo 1, m,n ganze Zahlen bedeuten. Durch sukzessive Spiegelung 
der dann schlichten Dreiecke an den freien Randern erhalt man nim- 
lich ein schlichtes Dreiecksnetz. Dieses Netz bedeckt insbesondere in 
der Umgebung eines jeden Eckpunktes eines Dreiecks die Ebene ein- 
fach und liickenlos. Dies bringt aber gerade die eingefiihrte, Winkel- 
bedingung zum Ausdruck. Betrachten wir z. B. die Ecke, an der der 


Winkel =. liegt, und spiegeln das Dreieck an einer von dieser Ecke 


ausgehenden Seite, so erhalten wir ein weiteres Dreieeck, das an das 
erste anst6Bi. Der von beiden gebildete Bereich ist unter anderem 
von zwei von der Ecke ausgehenden Kreisbogen begrenzt, welche 


einen Winkel von a gegeneinander bilden. Beilaufig bemerkt, ist dieses 


Doppeldreieck nun das Bild einer vollen langs eines Stiicks der reellen 
Achse aufgeschnittenen z-Ebene. Spiegele ich das Doppeldreieck er- 
neut an einem seiner von der gleichen Ecke ausgehenden Kreisbogen, 


so erhalte ich ein neues an diese Ecke wieder mit dem Winkel 2 = 
anstoBendes Doppeldreieck. Wenn ich so an den freien Randern im 
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ganzen k-mal spiegele, so erhalte ich k jeweils mit dem Winkel 2—. 


an die Ecke anstoBende Doppeldreiecke, deren jedes aus zwei zueinander 
spiegelbildlichen Kreisbogendreiecken besteht. Diese 2 k Dreiecke sollen 
fur passendes k die ganze Umgebung der Ecke gerade einmal liickenlos 


bedecken. Also muB fiir passendem & der Bruch 3 =1 sein. Also muB 


m eine positive ganze Zahl sein. 

Schraffiert man diejenigen Halften der Doppeldreiecke, welche Bil- 
der der oberen Halbebene sind, so besteht jedes Doppeldreieck aus einer 
schraffierten und einer nicht schraffierten Halfte. (Vgl. Abb. 15, die 
fiir » = 4 gezeichnet ist.) Je zwei schraf- 
fierte Halften gehen durch eine gerade 
Anzahl von Spiegelungen auseinander her- 
vor. Eine solche gerade Anzahl von Spie- 
gelungen ist aber gleichbedeutend mit einer 
linearen Abbildung, welche die gemein- 
same Ecke festla8t. Die so erhaltenen 
linearen Abbildungen lassen sich alle als 
Wiederholungen (Potenzen) einer derselben 
darstellen. Wenn man namlich zwei be- 
nachbarte schraffierte Bereiche ins Auge 
faBt, so hdngen sie durch eine. lineare Abbolb. 
Abbildung zusammen, deren Wiederho- 
lungen die iibrigen linearen Abbildungen ergeben. Natiirlich handelt 
es sich um elliptische lineare Abbildungen, deren u-te Potenz die 
identische Abbildung ist, also um Substitutionen der Periode 1. 

_ In diesen Betrachtungen liegt auch umgekehrt schon begriindet, daB 
die Abbildung in der Umgebung einer jeden Ecke einen schlichten 


Bildbereich liefert, falls die Winkel die Form +, =, = 
ganzzahligen 1, m,n haben. Man kann weiter schlieBen, daB der ganze 
Bildbereich schlicht ist, daB also die Winkelbedingung auch hinreichend 


: Ww. 
ist fiir den eindeutigen Charakter der Umkehrungsfunktion von Pie 


Ich will diesen Beweis nicht véllig durchfiihren, sondern nur einige 
Gesichtspunkte hervorheben, die bei der Anlage des Beweises zur Gel- 
tung kommen. Insbesondere hat man die nachstehend unterschiedenen 
drei Falle auch beim Beweis gesondert zu behandeln. Als Muster dient 
dabei immer die Beweisfiihrung, die man in meinem Lehrbuch der Funk- 
tionentheorie, Bd. I, S. 245/246, fiir die Schlichtheit der durch das ellip- 
tische Integral erster Gattung vermittelten Abbildung findet. 


3. Automorphe Dreiecksfunktionen. Die Tatsache der Schlichtheit hat 
zur Folge, daB die Umkehrungsfunktion unserer A bbildungsfunktion ein 
deutig ist. Sie ist weiter eine automorphe Funktion. Die linearen Abbil- 


mit positiven 
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dungen namlich, welche die verschiedenen Bilddreiecke der z-Ebene 
ineinander iiberfiihren, bilden eine Gruppe. Da in jedem der Bild- 
bereiche die Umkehrungsfunktion dieselben Werte annimmt, so bleibt 
sie ungedndert, wenn man auf ihr Argument irgendeine Transformation 
dieser Gruppe austibt. Solche Funktionen nennt man aber automorphe. 
-Somit filhren unsere an die Differentialgleichung anschlieBenden Uber- 
legungen hiniiber zur Theorie der automorphen Dreiecksfunktionen. 

Ich will noch ein Wort iiber ihre Klassifikation anschlieBen. Diese 
hangt von dem Wert der Summe 

1 1 1 
ttm tw 

ab. Ist diese gleich Eins, so ist die Winkelsumme unseres Dreiecks z. 
Daraus erschlieBt man, daB dasselbe geradlinig angenommen werden 
kann. Man kann namlich durch eine lineare Substitution stets er- 
reichen, daB zwei seiner Seiten geradlinig werden. Man mu8 nur Sorge 
tragen, daB der eine nicht in eine Ecke fallende Schnittpunkt der 
beiden begrenzenden Kreise ins Unendliche kommt. Nimmt man nun 
eine weitere Ecke beliebig an, so mu8 durch dieselbe unter vorge- 
schriebenem Winkel gegen die schon vorhandene gerade Seite desselben 
ein Kreisbogen gelegt werden, der die dritte Seite wieder unter vor- 
geschriebenem Winkel trifft. Dadurch ist aber, wie man leicht einsieht, 
der Kreisbogen bestimmt. DaB aber in unserem Falle eine dritte gerade 


Dreiecksseite die Winkelsumme zu z, d. h. a —+- 2 + a zu 1 macht, 
ist selbstverstandlich. Durch Ausiibung der zugehérigen Gruppe erhalt 
man eine liickenlose Bedeckung der vollen Ebene mit unendlich vielen 


kongruenten Dreiecken. 
Es kommen nur die folgenden. endlich vielen Kombinationen von 


Zahlen 1, m,n in Betracht: 


1 m n 
2 4 4 
2 3 6 
3 3 3 
Ein weiterer Fall ist der, daB 
Tt+ets>l 


ist. Hier kommen nur die folgenden Falle in Betracht: 


beliebig 


towne bs 
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Dann ergibt sich, daB die ganze Ebene mit endlich vielen entsprechenden 
Dreiecken bedeckt wird. Stereographische Projektion und der Anblick 
der Tabelle lehrt, daB man es mit den aus der Theorie der regularen 
K6rper bekannten Gruppen zu tun hat. Man denke sich in den Seiten- 
flachen eines Tetraeders, Oktaeders oder Ikosaeders die drei Héhen 
errichtet, so daB jede Seitenflaiche in sechs kleinere Dreiecke zerfillt, 
beschreibe dann dem regularen Korper eine Kugel um und projiziere 
das auf dem Korper entstandene Netz vom Mittelpunkt aus auf die 
Kugel. Dort entstehen dann kauter kongruente spharische Dreiecke, 


_ deren Winkel die an zweiter, dritter und vierter Stelle in unserer Ta- 


belle verzeichneten sind. Da aber ein Kreisbogendreieck durch seine 
Winkel bestimmt ist (bis auf lineare Transformation), so ist in diesen 
drei Fallen die Behauptung bewiesen. Der erste Fall entspricht den 
Diedern. Das sind einer Kugel einbeschriebene gerade Doppelpyra- 
miden, die tiber einem regelmaBigen -Eck errichtet sind. Man zerlege 
jedes Seitendreieck durch seine Hohe in zwei Dreiecke und projiziere 
wieder auf die umbeschriebene Kugel. 
Nun bleibt noch der Fall 


1 1 1 

Livi paes 
Alsdann gibt es einen Kreis, der auf den drei Dreiecksseiten senk- 
recht steht. Zwei der Dreiecksseiten darf man namlich wieder gerad- 
linig annehmen. Ihr Schnittpunkt werde als Mittelpunkt des gesuchten 
Orthogonalkreises gewahlt. Zieht man nun von ihm aus die beiden 
Tangenten nach dem Kreise, welchem die dritte Dreiecksseite an- 
gehért, so steht der mit der Tangentenlange als Radius beschriebene 
Kreis auf dem Seitenkreis senkrecht. So kann man bei jedem nicht gerad- 


linigen Dreiecke schlieBen, also auch dann, wenn die Winkelsumme 2 
iibertrifft. Hier aber, wo sie kleiner als z ist, kann man weiter schlieBen, 


_ daB unser Kreisbogendreieck véllig dem Innern des Orthogonalkreises an- 


ye 


gehort. Denn wegen der Winkelsumme liegt das Dreieck ganz im 
Inneren des geradlinigen Dreiecks mit den gleichen Ecken. Die Tangenten 
beriihren somit jedenfalls auBerhalb dieses Dreiecks den Kreis. Daher 
liegt der die Seite enthaltende Kreisbogen und damit das ganze Dreieck 
im Inneren des Orthogonalkreises. Durch eine Spiegelung an einer 
Dreiecksseite geht aber nun der Orthogonalkreis in sich uber. Daher 
liegen alle Dreiecke des Netzes ganz im Inneren des Orthogonalkreises, 
und man kann, wie hier nicht naher ausgefiihrt werden soll, unter 
Heranziehung der auf diésen Kreis gegriindeten kreisgeometrischen 


- MaBbestimmung, zeigen1, daB sie dies Innere einfach und ltckenlos 


1 Man umgebe durch sukzessives Spiegeln das erste Dreieck mit einem Kranz 
weiterer, so daB jeder Randpunkt innerer Punkt wird. Um den so erhaltenen 
Bereich lagere man einen neuen Kranz usw. Nun gibt es eine Zahl 7 > 0 derart, 
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bedecken. Die Peripherie des Orthogonalkreises ist natiirliche Grenze 
fiir die automorphe Funktion, weil sich gegen jeden Punkt der Peri- 
pherie die Dreiecke haufen und die Funktion in einem jeden Doppel- 
dreieck jeden Wert annimmt. 


4. Zusatze. Ich schlieBe diese Skizze mit einem knappen Hinweis 
auf die allgemeinen Probleme, die sich ergeben, wenn die Differential- 
gleichung mebr als drei singulére Punkte besitzt. Wir haben schon 
oben (S. 224) festgestellt, daB dann die Koeffizienten nicht eindeutig 
durch die singulaéren Stellen und die Wurzeln ihrer Fundamental- 
gleichungen festgelegt sind, sondern daB dann noch akzessorische Para- 
meter bleiben. Beispielsweise hat eine Differentialgleichung der FucHs- 
schen Klasse mit vier singularen Stellen a,b,c, 00 die Gestalt 


at cr yee Leet te Ue w =z (At+B)=0. 


a z—b z—C (2 — a) (z—b) (z 
a,b,c besitzen die fundamentalen Wurzelpaare 


(0,), (0,8), (0,7), 

wahrend die fundamentalen Wurzeln 6,, 6, des unendlich fernen Punk- 
tes sich aus den Gleichungen « + 8 + y + 6, + 6, =2, 6,6, =A er- 
geben. B fungiert als akzessorischer Parameter. Wenn alles reel] ist, 
kann man B z.B. durch die Zahl der Nullstellen festlegen, die eine 
Lésung der Gleichung in einem gegebenen Intervall haben soll. Das 
ware eine Festlegung im Rahmen eines Oszillationstheorems. Man 
kann aber auch nach funktionentheoretischen Gesichtspunkten vor- 
gehen. Wenn wieder die Gleichung z. B. reell ist, so wird wieder die 
obere Halbebene auf ein Kreisbogenviereck abgebildet. Zu diesem gehért 
aber im allgemeinen kein Kreis, der auf seinen simtlichen Seiten senk- 
recht steht. Man kann aber verlangen, den akzessorischen Parameter 
so zu bestimmen, daB ein Orthogonalkreis auftritt. Fordert man auBer- 
dem noch, daB die Umkehrung des Quotienten zweier Liésungen eine 
eindeutige automorphe Funktion wird, so ist dadurch der akzessorische 
Parameter sogar eindeutig festgelegt. Ich begntige mich damit, den 
Charakter der Probleme anzudeuten. Ein weiteres Eindringen in die- 
selben mu8 dem Spezialstudium des Lesers vorbehalten bleiben. Man 
vergleiche dazu insbesondere KLEIN: Math. Ann. Bd. 64 und Hits: Math, 
Ann. Bd. 66, 68. 


da8 jeder um einen Randpunkt eines Dreiecks geschlagene Kreis vom kreis- 
geometrischen Radius y bei Anlagerung eines Kranzes vollstandig iiberdeckt wird. 
Hieraus folgt sofort, daB bei sukzessivem Anlagern von Kranzen kein Punkt 
aus dem Inneren des Orthogonalkreises unbedeckt bleiben kann. DaB kein Punkt 
mehrfach bedeckt wird, lehrt die Anwendung des Monodromiesatzes der Funk- 


tionentheorie auf die Umkehrung von =2, die in der Umgebung jeder Stelle ein- 


1 
deutig ist. Man kann auch ohne Verwendung der Umkehrungsfunktion mit dem 
Beweisgedanken des Monodromiesatzes arbeiten. 
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In einer letzten Bemerkung dieses Paragraphen werde noch auf 
ein bertihmtes Problem hingewiesen. Unsere Darlegungen haben klar 
gezeigt, daB jeder Differentialgleichung eine bestimmte Gruppe von 
linearen Substitutionen zugehiért. Das ist die Gruppe derjenigen linearen 
Substitutionen, welche ein Fundamentalsystem erféhrt, wenn man z 
-irgendwelche Wege in seiner Ebene durchlaufen l48t. Diese Gruppe 
heiBt Monodromiegruppe der Differentialgleichung. 

Unter dem Namen RiEmANNsches Problem ist nun die folgende 
umgekehrte Frage gelaufig: Wenn man Monodromiegruppe und sin- 
gulare Stellen a,,...,4@, einer Differentialgleichung der Fucusschen 
Klasse vorgibt, gehért dann dazu auch immer bei passender Wahl der 
akzessorischen Parameter eine Differentialgleichung, die diese singularen 
Punkte und diese Monodromiegruppe besitzt ? HILBERT und PLEMEL] 
haben mit Hilfe der Theorie der Integralgleichungen dies Problem ge- 
lést, und der letztere hat sogar einen Uberblick iiber die Mannigfaltig- 
keit der Lésungen geben kénnen. BrrKHOFF hat ein analoges Problem 
fiir Differentialgleichungen mit wesentlich singularen Stellen gegebener 
Natur formuliert und gelést. Wegen der Literaturangaben werde wieder 
auf die Enzyklopadie verwiesen}. 


§ 9. LEGENDREsche Polynome. 


Besonderes Interesse verdienen die Polynome, welche der hyper- 
geometrischen Differentialgleichung gentigen. Die Methode der un- 
bestimmten Koeffizienten, welche auf die hypergeometrische Reihe 
fihrt, lehrt dann, daB diese Reihe abbrechen muB. Dies ist aber nur 
dann méglich, wenn « oder f eine negative ganze Zahl ist. Die so ent- 
stehenden Polynome nennt man nach Jacost, der sie zuerst allgemein 
 betrachtet hat, Jacosische Polynome. Jaconi hat auch eine zu (1) 
von S. 237 analoge interessante Darstellung derselben als mehrfache 
Ableitung angegeben. Wir wollen dieselbe fiir den wichtigsten Spezial- 
fall der alteren LEGENDREschen Polynome hernach herleiten. Diese 
LEeGENDREschen Polynome erhalt man, wenn man in der hypergeo- 
metrischen Reihe 


auk+I1, Ae, veal 


(k >0 ganze Zahl) setzt. Genau genommen sind dies allerdings noch 
nicht die LEGENDREschen Polynome, sondern der den LEGENDREschen 
entsprechende Spezialfall der Jacosischen. Die LEGENDREschen selbst 
erhalt man, wenn man die singularen Punkte der Differentialgleichung 
nach — 1, +1, © legt, statt nach 0,1, 00. Macht man somit in der 


1 Hierzu kommt neuerdings J. A Lappo-DANILEVSKI: Résolution algorith- 
mique des problémes reguliers de PoIncaRE et de RIEMANN. Journal de la soc. . 
phys. math, de Leningrade. Bd. 2 S. 94—154. 1928. 


236 II. 4. Lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung im komplexen Gebiet. 


hypergeometrischen Differentialgleichung der S. 225 die Substitution 


so geht sie in die Differentialgleichung 
d*w dw 
(1— 7?) SS — ar E+ hh + +lhw=0 


der LEGENDREschen Polynome tiber. Das k-te derselben ist durch 


P, (t) =F(k+ Vara +) 


gegeben. Die Jacosische Darstellung derselben erhalt man wie folgt: 
Wenn man die hypergeometrische Reihe nach z differenziert, so 
erkennt man, da8 die Ableitung als hypergeometrische Funktion 


AP RG +Lp+Ly+ha) 


geschrieben werden kann. Durch Wiederholung dieses Differenzierens 
erkennt man allgemein die Richtigkeit der Gleichung 


a" F (a, B,y, 2) 


dan 
a B(B=)) 3:3 (Bat _ 
=a(a+1)---(«+n—1)- ai ene F(a, Bb+n,y+n, 2). 
Die Ableitungen der hypergeometrischen ath sind also selbst hyper- 
eometrische Funktionen, und zwar geniigt die 2-te w™ derselben der 
Differentialgleichung — 


ae ) dw) 


~ + Ua +B + 20+ l)z —y—n] 
+ («+n) (B+ n) wo =0. 


Multipliziert man diese Gleichung mit 


iy eal es 


grytn-1, (z ‘ema WR ees rrr 
so erkennt man leicht, da8 man sie in der Form 


d { dw) 
a PTO (Is || KORO OS Aer SS 

aC ( Wy) dz } 
x (a + n) (B =f n) zrrn-1 (z ese 17 eo oe wi”) 

schreiben kann. Differenziert man dies n-mal, so erhalt man 


dnt 
dgnti 


fart» (2 — 1)¢t#—-ytn41 | 


az 


ea) (Oe rte 1(g— 1)%+6—- rem tt 


Bildet man diese Gleichung der Reihe nach fiir die Werte n = 0, 
1,...,—I1 und maltipliziert die Ergebnisse miteinander, so er- 
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halt man 


ak ip ; 
a igure (z— Ljeteek w()\ 


= (UF (0-1) (4-1) BB+) “(B+ R= 1) 271 (21H, 
Wenn nun insbesondere die hypergeometrische Reihe mit dem Glied 
k-ten Grades abbricht, so wird die k-te Ableitung eine Konstante und 
man kann der letzten Gleichung eine Darstellung von w als k-te Ab- 
leitung entnehimen. Fiir den Fall der LEGENDREschen Polynome werde 
dies noch fertig ausgerechnet. Die k-te Ableitung von 
Feo kl. z} 
wird aber ersichtlich 


(& + 1)(& + 2) --+ (2&)(— 1)*-A! ,_ (2A)! 
k! Ses 3) Gea Tout 


Somit erhalt man die Darstellung 


(—1)k(2R)! a 
ki dz 


(z(z — 1)*) = (k + 1)(R + 2)- + -(24) Rly. 


Also wird 
== | 2 d* 
wee! i ae (z*(z — 1)*). 


Geht man von hier durch die Substitution z = : = zu den echten 


LEGENDREschen Polynomen iiber, so findet man 


ih ay ike 
(1) P,(t) = gro gale 


Man kann die Differentialgleichung derselben auch in der Form 


= 18: 


gla) SZ] +e +1 w=o 


schreiben. Mit ihrer Hilfe leitet man leicht nach den Regeln der par- 
tiellen Integration die Orthogonalitatseigenschaften derselben her. Man 
findet 


+1 api 
[Pea aoe. [Po Pale) dr =0 (nm). 
-1 —1 


Man kann jede in dem Intervall —1 <1 < +1 zweimal stetig dif- 
ferenzierbare Funktion f(t) in eine nach LEGENDREschen Polynomen 
fortschreitende Reihe entwickeln: 

+1 

; 2 1 
j(@) = S4,P,(2), wo a,— 2941 7(0) P, ear. 
—1 

_ Ich bemerke noch, da8 die LEGENDREschen Polynome die Lésungen 
der folgenden Randwertaufgabe sind: 
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“Vie muB man den Parameter 2 wahlen, damit die Differential- 
gleichung 
d 2 — 
=—|(l—t ) =] + Aw = 
Lésungen besitzt, welche in dem abgeschlossenen Intervall 
—l<r<+l 
endlich sind ? 

Die bisherigen Darlegungen zeigen, daB jedenfalls fiir A = k(k + 1) 
mit ganzem positiven k solche Lésungen in den LEGENDREschen Poly- 
nomen vorliegen. Sie sind aber zugleich, wie man beweisen kann, die 
einzigen Lésungen der Randwertaufgabe. 

Ich will indessen diese Betrachtungen nicht weiter ausfiihren. Ich 
will auch darauf verzichten, hier den Entwicklungssatz zu beweisen. 


Man vergleiche dazu z. B. die mehrerwahnte Arbeit des Herrn PRUFER 
in Math. Ann. Bd. 95. 


§ 10. Asymptotische Integration. 


1. Normalreihen. Wir gehen nun noch kurz auf wesentlich singulare 
Stellen ein. Zunachst kann man im Anschlu8 an das Vorhergehende 
fragen, ob es nicht auch im Falle wesentlich singularer Stellen einzelne 
Integrale gibt, die sich in der Umgebung einer wesentlich singularen 
Stelle bestimmt verhalten, die sich also durch eine Reihe 


: (« — ae. Bz — a) 

darstellen lassen. Man kennt aus Arbeiten von H. von KocH und 
PERRON! die notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir das 
Vorhandensein solcher Integrale. Aber man bekommt so eben nur in 
seltenen Fallen Aufschlu8 tiber ein oder das andere. Integral. Einen 


Schritt weiter kommt man durch die THomEschen Normalreihen?. Um 
sie zu finden, macht man den Ansatz 


y = ml) 4, 


Dabei wird schon angenommen, da8 der singulare Punkt im Unend 
lichen liegt. Das ist ja auch keine Beschrankung der Allgemeinheit. 
In dem Ansatz bedeutet g(z) ein Polynom; dies ist so zu bestimmen, 
da8 fiir uw eine Differentialgleichung herauskommt, der man durch 
eine Reihe 

= a(t 


a . 
formal geniigen kann. Aber auch nur formal, denn die Reihen diver- 


1 H. von Kocnu: Acta math. Bd. 18. O. Perron: Math. Ann. Bd. 70. E. His: 
Math, Ann. Bd. 82. 


2 CRELLES Journal von Bd. 83 an. 
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gieren im allgemeinen. Trotzdem liefern diese Reihen, welche also die 
Form 


e9(%). 2@. Dt) (=) 
p z 


haben, gewissen AufschluB iiber das Verhalten der Lésungen in der 
Nahe der wesentlich singularen Stelle. Sie sind namlich asymptotische 
Darstellungen derselben bei zunachst geradliniger Annaherung. Damit 
ist folgendes gemeint. Zu jeder Normalreihe 


eo'e). 20(cy ok a +.-- -) 
gehort ein Integral y derart, daB fiir jedes m 
om Em 
0 ymetinee(g to 42485) 


ist, WO &,—> 0 fiir z—> 00. Diese Untersuchungen hat PoIncaRE be 
gonnen, verschiedene Forscher haben sie geférdert und zu einem ge- 
wissen Abschlu8 gebracht. 

Wir nehmen an, da8 in der Differentialgleichung 


mo) wo" + py(2) w' + pale) w = 0, 
ayy . ‘ 
(3) B, (2) = #* (a, + D'S) (=1,2) 
sei. Hier ist & eine ganze nichtnegative Zahl. (k = —1 wiirde einé 


Stelle der Bestimmtheit- liefern.) Man nennt dann & +1 den Rang 
der singulaéren Stelle z = oo. Die angegebenen Reihen mogen fiir ge- 
niigend groBe |z| konvergieren. Die Gleichung 


(4) a%+a,a+a,=0 


nennen wir die charakteristische Gleichung. Der einfachste Fall ist der, 
daB sie lauter einfache Wurzeln «,, «, besitzt. Dann gibt es in der Tat 
zwei Reihen (1), die (2) formal befriedigen und die zwei linear unab- 
hangige Integrale asymptotisch darstellen. Dabei wird stets Annahe- 
rung an co langs einer bestimmten Geraden vorausgesetzt. Bei Wechsel 
der Richtung andert sich das asymptotisch dargestellte Integral. 

Hat die charakteristische Gleichung (4) eine Doppelwurzel, so er- 
halt man Integrale, die durch Reihen 


cain ze (cg + 2 + ee + log z (dy + “2 + 7) 


asymptotisch dargestellt werden. 


2. Berechnung der Normalreihen. Wir wollen nun den Ansatz im 
einfachsten Fall einer wesentlich singularen Stelle vom Range 1 mit 
- einfachen Wurzeln von (4) etwas naher betrachteu, indem wir fir 
weiteres Eindringen auf den Enzyklopadieartikel von HILB sowie auf 
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die zusammenfassende und abrundende Darstellung von STERNBERG, 
Math. Ann. Bd. 81, verweisen. Es sei also in der Differentialgleichung (1) 


(5) ile) =a, + SUE. 


vy=1 
Die Gleichung (4) habe zwei verschiedene Wurzeln «, und a,. Wir 
machen in (1) den Ansatz 
(6) w= Ett%.y, « konstant. 


Dann geht (1) tiber in 


(7) vy’ +Hy + ay =0. 
Hier ist 

9 (2) =2a+ py = 204+ 4,7 , 
(8) 


eee Gay 


Go(2) =o? + ap, + pp=o2+aa,+a,+ S/o 


Setzt man also 


(9) CRS hy 
so wird 
; Tb» 
q,(2) =2a,+4,+ S72 =d,4 SPE 
(10) 5 a) 
OX; Ay» + Agr “Ybor 
q2(z) = >) ter NE, 


Hier ist 6, = 2a, +a, +0, da a; eine einfache Wurzel von (4) ist. 
Nun machen wir in (7) den Ansatz : 


uy) Teor awbenst tee 


Ordnet man nach Potenzen von z und setzt die Koeffizienten einzeln 
Null, so erhalt man, analog wie S. 215, die Gleichungen 


(2,0 + by) = 90, . 
(12) (6, (@ — 1) + 844) ¢, + (0(@ —-1) + 5,1 0 + bq) 6 = 0, 


Aus der ersten Gleichung entnimmt man 


(13) ga, 
1 

da ja 6, + 0 ist. cy wahle man willkiirlich. Aus den anderen Gleichungen 

entnimmt man sukzessive ¢c,, ¢,,... Denn es ist 


b (9 — n) + by, = — nb, +0. 
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Die so eindeutig festgelegten beiden Reihen (11) — entsprechend der 
Wahl von a; — liefern nach (6) zwei Reihen. Es ist zu zeigen, da® diese 
gewisse Integrale von (1) asymptotisch darstellen. Um-dies einzusehen, 
wollen wir erst (7) umformen. Wir machen darin den Ansatz , 


y= 22, 
wo @ nach (13) gewahlt sei. Man bekommt so 
(14) “w'tyrutru=d, 
wo die 7; durch Reihen folgender Gestalt dargestellt sind 


pa eee 
(15) 


2 
Le te ae tee 


3. Auflésung der Differentialgleichung. Die vorstehenden Betrach- 
tungen haben gezeigt, daB es genau eine der Differentialgleichung (14) 
formal geniigende Reihe 


(16) eee 


gibt, in der cy einen vorgegebenen Wert hat. Wir zeigen nun nach 
PIcARD an Hand der Methode der sukzessiven Approximationen, daB 
diese Reihe (16) ein Integral von (14) asymptotisch darstellt. Man muB 
dabei unterscheiden, ob dy in (15) reell oder imaginar ist. Ist z. B. 
d, reell, so bestimmen wir die Funktionen ,, u, ... sukzessive aus den 
Differentialgleichungen 


“+ do = 0; 


ty + doug = — (1 — dy) ty — 12%, 
Un + Ag = — (11 — do) Uy—1 — 12 Una 


so, daB 
lim ,, (2) = Cy 
2a 


ist. Man findet z. B. fiir negative dy 


Ci © 
und fir »>0 ; 
4 
U, = + zene f(r — dy) Uy +e Un —1) "a % 
17) Q co 


Zz 
—fz (v4 — dq) Mena + %2%n—il 4% +p. 


16 


BreBeRBACH, Differentialgleichungen. 3. Aufl. 
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Hier kann man durch partielle Integration u;,_, beseitigen. So findet 


man 


Setzen wir zur Abkiirzung 


S$, = 1%, — 1, — 497, + 4G, 
(18) 
So. = ty — 755 


a a 


so gelten Entwicklungen der Form 


02 


Sy ee ce: 


und wir haben 
Zz Zz 1 
1 
(19) Uy = da Wate San ale Un 4 Sg 4% + Cy. 
9) 
co foe} 


Somit wird 
Zz z 
— doz bas oe 
Un — Un. = Sa | es, (ty —1 — Un—g) 4% — [ae Soave 
® foe) [oe] 
Hiernach gibt es eine Zahl k derart, daB 


| ty Yyaa| <> |4n—-1 —Mn—al- 


Daher konvergiert die Reihe 
= thy +S (ty — ya) 
n=2 
fir z>k-+ 1 gleichmafig und stellt ein Integral von (14) dar, wie 
man in ublicher Weise an Hand der benutzten Integraldarstellungen 
(17) beweist. Aus ihr folgt ja fiir « 
z Zz 


1 i 
(20) = peel eu s, dx —[zusiax yy 
foe) (ee) 


Hieraus entnimmt man, daB wu die Differentialgleichung (14) be- 
friedigt. 


4, Asymptotische Darstellung durch die Normalreihen. Der Nach- 
weis, daB die (14) formal befriedigende Reihe eine asymptotische Dar- 
stellung von wu liefert, wird am bequemsten an Hand einer beim Grenz- 
iibergang “ —> oo aus (17) flieBenden Formel gefiihrt. Diese kann man 
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auch aus (20) gewinnen, indem man die partielle Integration, die von 
(17) zu (19) fithrte, an (20) wieder riickgangig macht. Man findet so 


z 
ee. od 
= at doe { eee (ry — dy) + 7, u) dx 


(21) : co 
] 
— pe (7, — dg) u’ ++ rg 10) dx + Cy. 


Da nun 
Ut = Co a = + .-. 
die (14) formal befriedigt, so ist formal 
(22) (7, —dy)u + 7gu = —u'—dyu', 


d.h. die auf beiden Seiten in (22) stehenden Reihen sind identisch. 
Wir tragen nun insbesondere auf der rechten Seite von (21) statt 
den Abschnitt 


Cy Cy 
cake O5 ear aaa Rie 


z 


ein. Da in 7, — dy und in 7, Glieder nullter Ordnung nicht vorkommen, 
so sind die Glieder nullter bis (vy + 1)-ter Ordnung von 

(7; — dg) @ + 124, 
dieselben, wie bei 

(7, — do) U ++ 72%, 


also auch dieselben wie bei 


— uw’ —dyu'. 
Also wird 
if c 1 
A, = = Aes dy) a+ %p4,) AX a ((7,— do) @,+ 75.4,) dx + Cy 


zZ z 
1 aur / 1 Ne , 
= pee] elu —adyu'|,414% Age wu’ —dyu'],+14% + Cy 


U1) 
z i z 1 
Nida a 1 8G) 


V4o 
0 dy % 


ao 


One 


Dabei bedeutet [v],,, die Glieder nullter bis — (vy + 1)-ter Ordnung 


1 : f 9 
von v und § (=) eine konvergente Potenzreihe. Nun wird 


dye 26g dy — 2¢ VCydg —v (v— 1) e_y 
fee ag eos ee a 
Setzen wir 
pe ae dol, ng Cydyg — (v—1) 6, 
rag x 4 4% 
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Dann wird 


2 z 
1 
ed od u! —dyt'|y4 14% = = J — chat [che Fax 
0 0 pd 


und 
a 1 
[Liew —awlenrde = BT. 
© 
Ferner 
em tet fue pax 


2 
Cc Cy_y 
= ede dy [ (4 fy tate a5) he 
. (ea) 
z 


— ene [ (5 oO OC + Co eot) ett dx 


x 


z 


sil ras c VCy 
=A... + <= ie ae doef cde (Bp. 4 Sel an 


VC, 
= a, — Cy + en tee | chee dx 0 


foe) 


Also wird schlieBlich 


x’ tl 


} 1 
A, =a, + cote fae da + 0 det fetes 8) 


(oe) 


Also ist 


1 
Oy = Cyt ge? | ch2((ry — dy) a + 14a) dx 


ss , ; 
Slits — do) a, + 1% ay) d% 


k (2) 


gti? 


wo | A(z) | fiir groBe z unter einer von z unabhangigen Schranke K 
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bleibt. Wegen (19) ist daher 
1 2 z 
= 1 
(22) w—a= a e ao? { odes (u— a,) Ss, dx oie (u — a,) Sax 


k (2) 


— sh. 
Da u — a, > 0 fiir z > ©, 50 sei 

| —ay|< pm 
fiir groBe | z |. Dann ist nach (22) 


Rk K 


Daher ist 
kK, 
M< Weis 
wo wieder k und K, von z unabhingig sind. Also ist 
c Cy + € 
= Cot eee = *', 


wo ¢«, > 0 fiir z— ©, und das wollten wir beweisen. 
Auf ahnliche Weise kann man auch fir positive und fir ima- 
ginare dy den Nachweis fiihren. Es mag aber hier diese Probe geniigen. 


§ 11. Integration durch bestimmte Integrale. 
1. Der allgemeine Ansatz. Wir betrachten wieder eine lineare 
homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung 
(1) L (z,w) = pow" + pw’ + P2w = 0 
mit analytischen Koeffizienten p), , und #, und versuchen die Dif- 
ferentialgleichung durch ein bestimmtes Integral 


(2) w(e) =f K(e,)9( at 


zu befriedigen. Dabei sollen w, K, v, py, 1, b, in einem gewissen Be- 
reich der z,¢ regular analytisch sein. Will man dann w differenzieren, 
so kann dies unter dem Integral geschehen. Insbesondere wird also 


ty 
(3) L(z, w) = SLe, K) y(t)dt. 
Nimmt man nun an, daB K einer partiellen Differentialgleichung 
(4) L(z, K) =M(t,K) 
genligt, wo 


(5) M(t,w)=q() P+ + alto 


246 I1.4. Lineare Differentialgleichungen zweiter Ordaung im kompiexen Gebiet. 
ein weiterer linearer Differentialausdruck sei, so wird 
ty 
(6) L(z,w) = J M(t, K)y (dt. 
to 


Nun ziehe man die LAGRANGEsche Identitét von S. 131 heran. Man 
fiihre also den zu M adjungierten Differentialausdruck 


— d(qw’) @ 
(6) M (t,w) =“) _ © (9,0) + gau 


ein. Dann wird nach S. 151 


= d (ok d 
(7) yM(,K)—KM (69) =5 (Sp ay—K“S™ + Kan). 


Somit wird 


ty 
d 
(8) L(,w)=fK(z,)M(, yat + (3, yg —K Ua) + yKq)) : 
to 
Demnach wird L{z,w) =0, wofern man fiir y eine Lésung von 
(9) M (t,y)=0 
wahit und wofern man dafiir sorgt, daB der integralfreie Bestandteil 
in (8) zu Null wird. 


2. LapLacesche Transformation. Das wichtigste Anwendungsgebiet 
sind die Differentialgleichungen mit rationalen Koeffizienten. Es mégen 
also in (1) die Koeffizienten gp, 91, 9, ganze rationale Funktionen sein. 
Dann kann man mit Hilfe einer Zahl m die Differentialgleichung so 
schreiben 


at es aka 
(10) L(z,w)= SF Sdn BT; - 
j=0k=0 z 
Als Kern kann man 
(11) K(z3t) = e** 
wahlen. Setzt man dann 
me di w 
(12) M (z,w)= 3) Sdn 2" ae 
j=0 k=0 - 
so ist 
(13) L (z, e#*) = M(t, e**) . 
Die zu M(z,w) =0 adjungierte Differentialgleichung 
(14) M (t,y) =0 


nennt man die LapLacesche Transformierte von L(z,w) =0. Die 
Transformation selbst 


(15) w= forty at 
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heiBt LapLacEsche Transformation. Sie fiihrt z. B. dann zu leichten 


Ergebnissen, wenn in (10) die Zahl m = 1 ist. Dann ist namlich M (¢, y) 
= 0 von der ersten Ordnung. (In den obigen Formeln ist dann gy =0 
zu nehmen.) Man kann also y ohne weiteres ermitteln und hat damit 
L(z, w) =0 geldst. Eine solche Differentialgleichung 


L (2, w) = (goo + Yor 2) @” + (G10 + 911 2) & + (G20 + Gor 2) w = 0 
heiBt LapLacesche Differentialgleichung. 


3. Bessetsche Differentialgleichung. Die Brssrtsche. Differential- 
gleichung 


inae 
(16) a ie es > 8 
wird durch den Ansatz 
(17) 1 See n> 0 
in die LApLacesche Differentialgleichung 
d . 

(18) Fat Qn+ GE +2w=0 
ubergefiihrt. In diesem Fall wird nach (12) 

M(t,y)= (e+ 1) + y(Qn+ It 
und 

d 

M (t,y) = —3(@ + ly) + (20 + Ity. 
Aus 

M (t,y) =0 
ergibt sich 

2n—1 
y()=(F+1) ? 
Somit wird 
2n— £ 
(19) : w(z)= fet(2+1) 2 dt 
1 


ein Integra] von (18), wenn man den Integrationsweg / in (19) so be- 
stimmt, daB das yKq, von (8), d.h. 
2n+1 
(20) e241) 2 ; 
an seinen beiden Enden denselben Wert annimmt. 


Als solcher Weg eignet sich die geradlinige Verbindung der Punkte 
2n—1 
—i und +7. Wir wollen dabei denjenigen Zweig von (f+ 1) : 
nehmen, der fiir ¢ = 0 positiv ausfallt. 
DaB das so gewahlte Integral (19) eine ganze Funktion von z dar- 


stellt, ist aus funktionentheoretischen Griinden klar. Man kann es z. B. 
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mit Hilfe des ViraLischen Doppelseitensatzes (Satz von der analytischen 
Fortsetzung der Konvergenz) beweisent. Es bleibt aber festzustellen, 
daB (19) nicht identisch verschwindet. Ist dies erkannt, so muB (19) 
ein Multiplum von J,,(z) z—” darstellen, da dies die einzige bei z = 0 
endliche Lésung von (18) ist. Welches Multiplum es ist, erkennen wir, 
indem wir gemaB (19) 
w (0) 

berechnen. Ist w(0) ++ 0, so verschwindet ja auch w(z) nicht identisch. 
Es ist 


+4 oie 
w(0)= f+) 7 dt. 
=—t 


Der Integrationsweg ist die geradlinige Verbindung von —z bei +17. 
Wir fihren durch 


(acy 

pee 
eine neue Integrationsvariable ein. Der Integrationsweg wird dann die 
positive reelle Achse. Das Integral wird 


foo} 


2n—1 
g2n—1 t 2 
w (0) = 2 aayeeri at. 


i 


Dabei ist unter dem Integral diejenige Bestimmung des Integranden 
zu nehmen, die fir t = 1 und damit fiir alle tr > 0 positiv ausfallt. 
Nun ist bekanntlich? 


I(s) = fore tae, s>0: 
oder durch die Substitution 
%=(1+T)-@, 
P(s) = featne (1 4+7)' Ido. 
Also 


oO 


1 
ary Tele Palme 1. 40 


Insbesondere also ist fir s=2n+1>1 


1 1 ~ 
(neers = Puary) rot teettde. 
0 


1 Vgl. z. B. mein Lehrbuch der Funktionentheorie Bd. I, 3. Aufl., S. 170. 1980. 
* Vel. z. B. mein Lehrbuch der Funktionentheorie Bd. I, 3. Aufl., S.316. 1980. 
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Also wird! 
S41 
ed = 2 ae Qn-—]1 © 
jaan = Testy yf eere 2 fe (+) e 92" Zo 
0: 3 
1 3 2 2n-1 
= ranznl demresfecre 2 at 
0 
fe 4) n— I'(n+4))? 
auch been ee eee nget Ty 
Also wird 
WO 2 Ten, 


Dies ist von Null verschieden, da I"(s) fiir positive s von Null verschieden 
ist, wie unmittelbar aus der benutzten Integraldarstellung folgt. Nun 
war nach S. 186 


Jn (2) | prtril 1 
z* |eng 2" T(n+1)° 
Also wird? 
empayanmtie. ane 
n, i n 
Ju (8 2 ‘roshooty ed” ‘(1+e) 2 dt 
‘ +4 2n-1 
i 2n-1 
= es kG ee ee 
: RIG pE! ( ) 


—§ 
Substitutiert man hier 
t=1cos(@+ 2), 
so wird 
an P 
- —__—___— | cos (zcos #) (sin #)?" dd. 
gh. rcae | eee) 


Unter dem Integral ist der reelle positive Wert von (sin 3)?” zu nehmen. 


1 Auf den Beweis der im folgenden benutzten Vertauschung der Integrations- 
reihenfolge gehe ich nicht ein. Man vgl. dazu z. B. WHITTAKER-WatTson: Modern 
Analysis, 5. Aufl., S. 255. 

2 Bekanntlich ist 


I(n) P(n+4) = a ssn (2”) 


und 


Ie+l=Pl(). 


Dritteneaboehnrt te 


Partielle Differentialgleichungen 
erster Ordnung und Systeme von 
gewOhnlichen Differential- 
gleichungen. 


§ 1. Lineare partielle Differentialgleichungen erster 
Ordnung. 


1. Die unbekannte Funktion kommt explizite nicht vor. Unter einer 
partiellen Differentialgleichung versteht man eine Relation zwischen 
einer unbekannten Funktion von mehreren unabhangigen Verander- 
lichen, gewissen ihrer Ableitungen nach diesen Veranderlichen und 
den unabhangigen Verdnderlichen selbst. Sie heiBt insbesondere von 
der ersten Ordnung, wenn nur partielle Ableitungen erster Ordnung 
vorkommen. Es miissen natiirlich Ableitungen nach mehr als einer sol- 
chen Veranderlichen vorkommen, wenn es nétig sein soll, Betrachtungen 
anzustellen, die aus dem Gebiet der gewohnlichen Differentialgleichungen 
herausfithren. Linear heiBt eine partielle Differentialgleichung erster 
Ordnung, wenn die erwahnte Relation durch Nullsetzen einer linearen 
Funktion der Ableitungen zum Ausdruck gebracht wird. Die unbe- 
kannte Funktion selbst darf bei dieser Begriffsbestimmung in belie- 
biger Weise in die Koeffizienten dieser linearen Funktion eingehen. 

Die Theorie dieser linearen partiellen Differentialgleichungen steht 
zur Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen in unmittelbarem 
Zusammenhang. Betrachten wir namlich eine gewodhnliche Differential- 
gleichung 
(1) o = f(x,y) 
und einen Bereich B der (x, y)-Ebene, in dem /(x, y) samt seinen 
partiellen Ableitungen erster Ordnung stetig und eindeutig erklart ist. 
Wir wissen, daB es dann eine wohlbestimmte Lésung. | 


(2) 9 = 9 (Xo Yo; ¥) 


gibt, die fir x = x) den Wert v = y besitzt. Man kann sie auch in 
der Form 


(3) eee Ge Van 
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schreiben. @ (x, y; %9) besitzt stetige partielle Ableitungen erster Ord- 
nung nach einem jeden seiner Argumente, solange (x, y) ein Punkt 
aus B ist und % einem nicht zu groBen Intervall mit dem Mittelpunkt x 
angeh6ért. Denkt man sich (2) in (3) eingetragen und differenziert dann 
nach x, so kommt 
_ 9p , 99 dy 

Oo oe Tay ax 

oder 
Op | 9” 

0 FAT ay fe 9) 


D.h. aber die Funktion (x, y) = z ist eine Lésung der linearen parti- 
ellen Differentialgleichung erster Ordnung 


Oz Oz 
Sgt gyal (Whiz 0 


oder wie man unter Verwendung der tblichen Abkiirzungen 
Oz Oz 
Bee es neo 

auch schreibt 


(4) p+qf(xy) =9. 


Ist umgekehrt eine partielle Differentialgleichung (4) vorgelegt, so ge- 
_winnt man mit Hilfe der gewoéhnlichen Differentialgleichung (1) in der 
dargelegten Weise eine Lésung 


z= (x,y) 


derselben. Kennt man so erst eine Lésung von (4), so kennt man auf 
Grund der folgenden Bemerkung sofort beliebig viele. Es sei namlich 


w (9) . 
irgendeine in einem gewissen g-Intervall mit einer stetigen nicht ver- 
schwindenden ersten Ableitung versehene eindeutige Funktion. Diesem 
Intervall mégen die Werte angehGren, die (x, y) im Bereich B oder 
einem Teilbereich derselben annimmt. Dann ist auch 


z= w{¢(x,y)} 
eine in jenem Teilbereich eindeutig und stetig erklarte mit stetigen 


1 Durch diese Betrachtung ist noch nicht bewiesen, da8 man die durch die 
Lésungen von (1) im Bereich B definierte Kurvenschar in der Form y(%, y) = konst. 
darstellen kann, wo y(¥%, y), samt seinen partiellen Ableitungen erster Ordnung 
in B stetig ist, und langs jeder Scharkurve einen konstanten Wert annimmt. 
Denn (3) gibt nur bei konstantem %, eine solche Darstellung. Es kann aber sein, 
daB nicht alle Kurven der Schar in B bis zur Abszisse 7) verfolgt werden kénnen. 
Man kann aber dann aus abzahlbar vielen Darstellungen der Art (3), die in immer 
anderen Teilbereichen mit immer anderen Abszissen %) anzusetzen sind, eine 
Darstellung in ganz B und damit eine fiir ganz B brauchbare Funktion y gewinnen. 
Wegen naherer Durchfiihrung vgl. KaMKE: Math. Ann. Bd. 99, S. 602ff.) 
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partiellen Ableitungen erster Ordnung versehene Lésung von (4). Ein 
paar Worte der Beweisfiihrung brauchen wir nur der Behauptung zu 
widmen, da8 

z= w{y(x,y)} 
eine Lésung von (4) sei. Man findet namlich 


, a 
p=w {9} -52 

, a” 
C= Ww {P} “55° 


Also 

p+fg=w'{p, +19} =9, 
womit der Beweis schon erbracht ist. Da8 so nun alle Lésungen von 
(4) gefunden sind, erhellt aus folgender Betrachtung: Man denke sich 
eine beliebige stetig differenzierbare tiber dem Bereich B verlaufende 
Kurve: 


(5) e= x(t), y=y), z=2(t) — (x'%+4+y'2+272 +0) 
Hier sollen x(t), y(t), 2(¢) samt ihren ersten Ableitungen fiir ein ge- 


wisses Intervall 
Sissi 


eindeutig und stetig sein und 
x= x(t), y= y(t) 


soll eine dem Bereich B angehérige Kurve sein. Dann kann man stets 
die Funktion w(y) so bestimmen, daB 


(6) z(t) = w{pl«(t),y(]} 
ist fiir 4) < ¢ <¢,, wofern die Ableitung 
ay ' ’ 


in diesem Intervall nirgends verschwindet. Denn unter dieser Voraus- 
setzung kann man die Gleichung 


Pix), 9@)] = 
eindeutig nach ¢ auflésen. Man erhalt eine mit stetiger erster Ableitung 
versehene Funktion 


t= 1(9) 
und kann mit ihrer Hilfe statt (6) schreiben 
2{t(7)} = w(9), 
womit die stetige mit stetiger erster Ableitung versehene Funktion 
w(p) eindeutig bestimmt ist}. 


1 Entsprechend dem in FuBnote } auf S. 251 tiber die Darstellung der Integral- 
kurven von (1) durch (3) Gesagten gelten alle diese Betrachtungen fiir gentigend 
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C 


Rite vars. d 
2. Charakteristiken, Die tiber + 0 gemachte Voraussetzung be- 


deutet, daB die Projektion der gegebenen Kurve (5),’d. h. die Kurve 
%=<x(t),y = y(t), keine Lésung von (1) beriihren darf. Wir nennen 
die Lésungen von (1) die Charakteristiken oder charakteristischen Kurven 
von (4) und haben dann zur einen Halfte den folgenden Satz: Durch 
jede stetig differenzierbare Kurve (5), die tiber einem Bereich B verlauft, 
in dem der Koeffizient f(x, y) von (4) samt seinen Ableitungen erster 
Ordnung eindeutig und stetig ist, geht genau eine Lésung von (4), wofern 
die Kurve (5) keine Charakteristik beriihrt. 


3. Unitat. Es bleibt noch zu zeigen, daB-es nicht mehr als eine 
Lésung durch die gegebene Kurve gibt. Betrachten wir die Héhenlinien 
irgendeiner Integralflache, d.i. die Kurven 


y (x,y) = konst. , 


so ist langs derselben 


und so sieht man sofort, daB dies gerade die Charakteristiken sind. 
Somit erkennt man, daB auch durch gewisse Kurven (5), deren Pro- 
jektion eine Charakteristik ist, Integralflachen hindurchgehen. Man 
wahle nur in diesem Fall das z(¢) von (5) konstant. Aber durch eine 
solche Kurve geht nicht nur eine, sondern es gehen beliebig viele Inte- 
gralflachen hindurch. Wir modifizieren den Begriff Charakteristik ein 
wenig und nennen fortan Charakteristiken diejenigen Raumkurven 


4% =%(t),  y =¥(t), 2 = konst., 


deren Projektion x = x(#), y = y(é) eine Lésung von (1) ist. Dann lehrt 
unsere Betrachtung, daB man die durch (5) gehende Integralflache 
dadurch gewinnen kann, daB man durch die einzelnen Punkte von (5) 
die Charakteristiken legt. Nach dem fiir (1) geltenden Existenzsatz sind 
diese ja durch ihren Anfangspunkt eindeutig bestimmt. 

Nun sieht man auch, daB es durch eine Kurve, deren x-y-Projektion 
die x-y-Projektion keiner Charakteristik berithrt, nur eine Lésung 
geben kann. Denn sei %9, Vp, %) irgendein Punkt einer Lésung z = z(x,y), 
so geht durch denselben genau eine Charakteristik. Diese liegt voll- 
kleine passend abgegrenzte Teilbereiche von B. Zieht man aber den in FuBnote u 
S. 251 genannten Satz von KamKE heran, so hat man in z = p(v, y) ein in ganz 
B mit seinen ersten Ableitungen stetiges Integral. KamxKer hat in der genannten 
Arbeit unter Heranziehung der in FuBnote ! von S, 261 noch zu nennenden Arbeit 
von Knopp und R. ScumipT iiber Funktionaldeterminanten weiter gezeigt, daB 
man jedes in B samt seinen ersten Ableitungen stetige Integral von (4) in der Form 
z= w(yp) darstellen kann, wo w(z) eine Funktion ist, die samt ihrén ersten Ab- 
leitungen fiir alle die z-Werte stetig ist, die z= y(¥, y) in B annimmt. 
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standig auf der Flache z = z(x, y). Denn tragt man ihre Gleichungen 
(2) in z(x, y) ein und differenziert nach x, so kommt 
P+at. 

Dies ist aber langs der Charakteristik Null, weil fiir z(x, yy) die par- 
tielle Differentialgleichung (4) gilt. Also ist z langs der Projektion 
der Charakteristik konstant. Also liegt die Charakteristik auf z = z(x, y). 
Jede Integralflache durch eine gegebene Kurve enthalt also auch die 
durch die Punkte derselben gehenden Charakteristiken und ist also 
mit der vorhin bestimmten Integralflache identisch. 

Als ein wesentlicher Unterschied gegenitiber den gewohnlichen Dif- 
ferentialgleichungen fallt uns auf, da8 in die Lésungen der partiellen 
Differentialgleichungen willkirliche Funktionen eingehen, wahrend bei 
gewohnlichen Differentialgleichungen nur willktirliche Parameter vor- 
kamen. Dementsprechend kénnen wir jetzt auch durch willkiirliche 
Anfangskurven Integralflachen legen, wahrend bei den gewoéhnlichen 
Differentialgleichungen nur Punkte oder Richtungen vorgeschrieben 
werden konnten. 


4. Die allgemeine lineare Differentialgleichung. Unsere Betrach- 
tungen haben noch nicht die allgemeinste lineare partielle Differen- 
tialgleichung erster Ordnung mit einer unbekannten Funktion z von 
zwei unabhangigen Veranderlichen x, y erfaBt. Aber unsere Betrach- 
tungen sind verallgemeinerungsfahig. Nach der S.250 gegebenen Defi- 
nition sieht die allgemeinste lineare partielle Differentialgleichung 
erster Ordnung fiir eine unbekannte Funktion z von zwei unabhangigen 
Veranderlichen x, y so aus: 


(7) ay (%, 9,2) P + dy (%¥, 2) 9 + 45 (X, 9, 2) = 0. 


Dabei sollen die Koeffizienten in einem gewissen Bereich K der x, y, z 
samt ihren Ableitungen erster Ordnung eindeutig und stetig sein, und 
wir betrachten tiberdies nur die Umgebung eines Punktes %, yo, Zo; 
wo nicht alle drei Koeffizienten zugleich verschwinden. Es ist zulassig 
anzunehmen, daB a,(%p9, Yo, 2%) + 0 sei. Denn ist zundchst einer der 
beiden Koeffizienten a, oder a, von Null verschieden, so ist es‘ keine 
Beschrankung der Allgemeinheit a, + 0 zunehmen. Ist aber a3 (%9, Yo, 2) 
+ 0, ee ees man z und x vertauschen oder z.und y vertauschen, 


weil 22 = und $2 5 an ued Stelle %9, ¥9, 2) dann nicht beide verschwinden 
nee Tste7z. ‘p Sti Yo, %) +0, so kann man 

. 2 == 2(%, 4) 
in der Umgebung dieser Stelle sich nach x aufgelést denken: 


ses er 3 
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Aus 
z= 2{x(y,2),y} 
folgt dann . 
Ox 
t=? oe 
und , 
Ox 
= mote 
Also 
Ox See! | 1 
teaogt Bt a 
Oz. 
Vek ee eed 10% 
oy ote ers eect ay? Os 


Aus (7) wird dann 


) Ox 
a (%, 9, 2) is (*, 9,2) 5 oh y(%, y, 2) = 0. 
Knipfen wir also weiter an (7) an und nehmen 


41 (Xo, Yo. 20) + 0 
an. Dann kann man in der Umgebung dieser Stelle die Gleichung durch 
a,(x, y, 2) dividieren und sie so schreiben: 


(8) . b+ g(%,¥,2) q =h(x,¥,2). 


In dem vorhin -behandelten Spezialfall ist also h =0, und g(x, y, 2) 
= f(x, v) hangt von z nicht ab. 

g(x, y, 2), (x, y, 2) sind nun wieder in einem gewissen Bereich K 
der x, y, z eindeutig und samt ihren partiellen Ableitungen erster Ord- 
nung stetig. 

Die Gleichung (8) steht nun aber zu dem System 


de = 8(% 2) 
(9) x 
Ap h(x, y, 2) 


in dem gleichen engen Zusammenhang, in dem (4) zu (1) stand. 

Nach dem fiir das System (9) geltenden Existenzsatz gibt es zu jedem 
Punkt %5, Yo, % aus K genau ein Paar eindeutiger mit stetigen ersten 
Ableitungen nach simtlichen Argumenten versehener Lésungen 
VY = P(X, Yo» 20; *) 

2 = (Xo, Yo» 20; *) 
von (9). Man kann nach yy und 2, auflésen und schreiben 
Yo = M(H, ¥, 2; Xo) 

% = (%, 25 Xo). 


(11) 


(12) 
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Denn die durch x, y,z gehende Lésung geht auch durch %, ¥o, 29 hin- 
durch, wenn (11) besteht. Daraus entnimmt man, daB namentlich 
auch in der Umgebung jeder Stelle von K 


a(y, 2) d( a 2) 
(13) AOD) +0 und GG) + 0 


ist. Man trage zum Beweise nur (12) in (11) ein und beachte, da8 sich 
bei solchem Einsetzen die Funktionaldeterminanten miteinander multi- 
plizieren. Durch das Einsetzen muB aber wieder identisch 
Vays 
: 2a 2 
herauskommen. Hier ist die Funktionaldeterminante Eins. Sie ist aber 
das Produkt der beiden Determinanten (13): Diese sind daher von 
Null verschieden. 
Tragt man die Lésungen (11) von (9) in (12) ein, und differenziert 
nach x, so kommt 
O= Pet Pye + Pah 
O= Yat Py& + Yeh 
Nun ist wegen (13), wie auch %, Vo, 29, ¥, y, 2 gemaB (12) gewdhlt sein 
mégen, stets entweder / 


Y,+0 oder y, +0. 


Nehmen wir z. B. an, es sei y, +0. Dann kann man aus der ersten 
Gleichung (12) eine mit stetigen ersten Ableitungen versehene Funk- 
tion z(x,y) bestimmen. Fiir sie wird durch Differentiation von (12) 


(14) 


Yo + 9, f=9 
Py + O29 = 0. 
Daher folgt aus (14) 
O=p+ 4g —h. 
D.h. die durch Auflésung von 
= 9(x,Y, 2; Xo) 
bestimmte Funktion 
= 2(x,y) 


ist eine Lésung von (8). Ebenso gewinnt man aus 
Zo = p(%, y, 25 Xo) 
eine Lésung von (8), wenn y, + 0 ist. 
Ist weiter 
w{p, Y} 
eine Funktion von 9, y, die fiir diejenigen Werte, welche y und yin 
K oder einem Teilbereich von K annehmen, stetig und eindeutig erklart 
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ist, und die daselbst stetige erste Ableitungen hat, und ist w, ein Wert, 

den w(y, y) an einer gewissen Stelle x9, yo, z) annimmt, so kann man 
W{P, Y} = Wo 

in der Umgebung von %9, yg, 9 nach z aufldsen, falls 


Ow 
Fg = Ce Pz + Up Ys FO 


ist an dieser Stelle. Man erhalt so eine eindeutige mit stetigen ersten 
Ableitungen versehene Funktion 


(15) mere (2) Y); 
die eine Lésung von (8) darstellt. 

Tragt man namlich in w {g, y}die durch %, yo, 29 bestimmte Lisung 
(11) ein, so bekommt langs derselben, wegen (12) 

w{p, p} 
den konstanten Wert wy. Differenziert man dann nach x, so kommt 
nach (14) 
(16) Wy Pe t+ Wg PyS + We Ph + Wy Ye + My Pyk + Xp Prk =0. 
Tragt man anderseits in 
WiY, p} = Wo 
(15) ein und differenziert, so kommt 
(Wp Px + Wy Px) + (Ly Ps + My Pz) P = 0 
(Wp Py + My Py) + (Wy Pe + My Ye) 7 = 0. 
Da aber nach Voraussetzung 
We Pz + Wy Y, +O 
ist, so kann man fiir (16) auch schreiben 
Pees the 20 
und erkennt, daB die durch Auflésung von 
wip, Y} = Wo 
nach z gewonnene Funktion (15) der partiellen Differentialgleichung (8) 
genugt. 

5. Charakteristiken. DaB man so die allgemeinste Lésung von (8) 
gewonnen hat, erhellt aus den folgenden Betrachtungen: 

Wir nennen die Lésungen von (9) wieder die Charakteristiken von (8) 
in genauer Verallgemeinerung der bei (4) eingefiilirten Benennung. 
Wir betrachten wieder eine beliebige stetig differenzierbare Kurve 
x=x(t), yay, z= z(t) 
to StS, #19 try! ik Pict 0 


Bireersacu, Differentialgleichungen. 3. Aufl. 17 


(17) 
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aus K, die keine Charakteristik berithrt, und zwar soll folgende Voraus- 
setzung gelten. Die Gleichungen 

(18a) Pn X’ + yy + Pz% = 90 

(18b) Wx + py + p,2' = 0 

sollen in keinem Punkte der Kurve (17) gleichzeitig erfiillt sein. Diese 
Annahme ist wegen (13) z. B. fiir jede Kurve einer Ebene % = %, er- 


fiillt. Betrachten wir z. B. einen Bogen, langs dessen (18a) nirgends 
erfiillt ist. Dann kann man lings dieses Bogens die Gleichung 


p{x(t), yt), zO}=9@ 


nach ¢ auflésen und erhalt eine eindeutige mit stetiger Ableitung ver- 
sehene Funktion ¢ = ¢(y). Langs dieses Bogens kann man daher weiter 
die eindeutige stetig differenzierbare Funktion w, (gy) so bestimmen, daB 


(19) w {pix(i), v(t), z@)}-—ve@, y@, 2] =0 
wird. Denn tragt man ¢ = ¢(g) ein, so wird aus (19) 
4 {P} = vlx(t(g)), vE(g)), 2E(9))1, 
womit w,{y~} schon bestimmt ist. Man kann also durch Auflésung von 
0) — p= 0 


nach z eine Lésung von (8) bestimmen, die durch (17) geht, wofern 
noch langs dieser Kurve: 


is = x2 a 0) 


ist. Dies wird aber 
Ow, 


Pz, — Wz = 0. 
Das ist wieder eine neue Voraussetzung, die sicher erfillt ist, wenn : 

man als Anfangskurve (17) eine Kurve der Art 

(17’) K=%, 2=2(y), akXysd 


aus K wahlt. z(y) ist dabei eine eindeutige mit stetiger erster Ableitung 
versehene Funktion. Dann wird namlich aus (18) 


(18’a) Py + 9,2 =0 
(18’b) Yu + Ys% =0 
und diese beiden Gleichungen sind wegen (13) in keinem Punkte von 
(17’) gleichzeitig erfiillt. Man betrachte einen Bogen, langs dessen (18’a) 
nirgends gilt. Langs ihm kann man 

P(*o, y,2(y)) = 


nach y aifibeent Das gibt eine mit ee erster Ableitung versehene 
Funktion y(y). Langs dieses Bogens kann man daher weiter eine ein- 
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J 


deutige mit stetiger erster Ableitung versehene Funktion @,(~) so be- 
stimmen, daB 


(19’) 1 (P (%0,¥52(y))} — v{ Xo. 92 (y)} = 0 
langs (17’) richtig wird. Man trage nur y(@) ein. Dann wird aus (19’) 
(19") - Ws (P) = Y{ Xo» ¥ (%)s 2{¥ ()}}, 


womit w,(g) schon bestimmt ist. Nun kann man auch 


Wy (9 (x, ys 2)} — (x,y, z)=0 
langs (17’) nach z auflésen, Denn langs (17’) ist die Ableitung 


ene 


Wegen (19) ist namlich 
: dz z 
oy eet, 1 Veqy Yet Peay 
dp dy tds 
dy Py a Ps ay 


Also wird die linke Seite von (20) 
/ dz\ dz 
\Yu <5 V2 ay) Pz — Pz (% h Peas) = Py Pz — Ye Py 
In der Tat ist aber nach (13) 


Yu Pe — Pz Py + 9- 
Damit haben wir zur einen Halfte den folgenden Satz bewiesen: 
Die Koeffizienten g(x, y, 2), h'lx,-v, 2) von 


(8) P+eqah 
seien in einem Bereich K der x, y, z eindeutig und stetig und mit stetigen 
ersten A bleitungen versehen. Es set 
(17’ t=%, z=2y), axySb 
eine Kurve aus K, die keine Charakteristik beriihrt. z(y) set eine eindeutige 
mut stetiger erster Ableitung versehene Funktion. Dann gibt es genau eine 
Lésung von (8), die durch (17') hindurchgeht, d. h. genau eine mit stetigen 
ersten Ableitungen versehene eindeutige Funktion z = z(x,y), die (8) ge- 
nigt, und fiir die 

z(y)=2(%,9), @5ySb 
gilt. 

6. Unitat. Bewiesen ist bisher nur, daB man durch gewisse Teilbogen 
mindestens eine solche Lésung legen kann. Es ‘war namlich ein Teilbogen 
betrachtet, lings dem (18’a) nicht gilt. Betrachtet man statt dessen 
- einen Teilbogen, langs dem (18’b) nicht gilt, so sieht man ebenso ein, 
daB man eine Lésung durch ihn durch Auflésung, von 


rare We {p} = 0 
ye 
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nach z gewinnen kann. Solche Bogen bedecken in ihrer Gesamtheit die 
ganze Kurve (17’). Und wo Bogen itbereinandergreifen, stimmen auch 
die auf beide Weisen gewonnenen Integralflachen tiberein. Man kann sie 
ndmlich wieder als geometrischen Ort der Charakteristiken auffassen, die 
durch die einzelnen Punkte von (17’) gehen. Denn langs einer jeden 
Charakteristik hat eine beliebige Funktion 


w{Y, Y} 
einen unveranderlichen Wert. Denkt man sich namlich w als eine diffe- 
renzierbare Funktion, und tragt die Gleichungen (12) einer Charak- 
teristik ein und differenziert dann nach x, so findet man 


Ow Ow ries 
Be Pat Py + 9h) + Gy Yo t Ps + Yh) =9, 


was wegen (14) verschwindet. Ist also w(y,y) = 0 langs der Anfangs- 
kurve oder eines Bogens desselben, so bleibt es auch Null langs der durch 
die Punkte dieses Bogens bestimmten Charakteristiken. Damit ist zu- 
gleich erkannt, da8 es durch {17’) nur eine Integralflache gibt, und 
unser Satz ist nun restlos bewiesen. 


7. Beispiel. Wenn die Funktionaldeterminante 


Of Oda 
Ox ay | 
orm es 
ax dy | . 


sind, identisch verschwindet, so ist f eine Funktion von @. D.h. es gibt eine in 
dem Wertevorrat von (f, y) stetige Funktion h,.so daB h(f, gy) in B identisch ver- 
schwindet. Denn die partielle Differentialgleichung 


besitzt das Integral 

z= w{p}, 
wo w{} eine willkiirliche stetig differenzierbare Funktion von g bedeutet. Weite: 
ist z = f(¥, y) ein Integral. Dies 148t sich aber auf die Form z = w{q} bringen. 
Man bestimme namlich w{y} aus w{p(¥%, ¥)} = f(%, ¥), indem man dabei x, 
als fest, Yo als variabel ansieht. Durch die angegebene Gleichung ist jedenfalls 
w{g} als eindeutige stetig differenzierbare Funktion in jedem Intervall der Yo be- 


stimmt, in dem 5 nicht verschwindet. Man kann bei dieser Uberlegung auch x, 


und yo in ihren Rollen vertauschen und erkennt so, daB f eine Funktion von ¢@ ist, 
in der Umgebung einer jeden Stelle, wo die partiellen Ableitungen von gy nicht 
beide verschwinden. 
Daher ist 
z=w {op} 
das allgemeine Integral der partiellen Differentialgleichung. Auch der Satz iiber 
die Funktionaldeterminante ist damit bewiesen. Zunachst ist freilich damit ent- 
sprechend den in den Fu8noten von S. 251 und S. 252 gemachten Bemerkungen 
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die Beweisfiihrung nur fiir alle geniigend kleinen passend abgegrenzten Teilbereiche 
von B gelungen. Die oben formulierte allgemeinere Behauptung haben K. Knopp 
und R. Scumipt bewiesen!. 


§ 2: Geometrische Deutung. ‘Verallgemeinerung. 


Vielen Lesern, die den Darlegungen des ersten Paragraphen auf- 
merksam gefolgt sind, werden gewisse Mangel an Eleganz der Darstel- 
lung aufgefallen sein. Der innere Grund und die Mittel zur Abhilfe 
werden am raschesten klar, wenn wir uns der geometrischen Deutung 
des Vorgetragenen zuwenden. Zundchst geben p = und g = 5 die 


Stellung der Tangentialebene an die Flache z = z(x,y) an. Sie sind 
Koordinaten einer Ebene mit der Gleichung 
Z— 2 = fo(* — %) + Jo(¥ — Vo) - 

Zwischen diesen Ebenenkoordinaten ist durch die lineare partielle 
Differentialgleichung eine lineare Gleichung vorgeschrieben. Das be- 
sagt geometrisch, daB die Tangentialebenen, welche fiir Integralflachen 
im Punkte %9, V9, 2) méglich sind, alle in einem Biischel von Ebenen 
enthalten sind. 


Denn wenn 
bo = h— 8% 
ist, so sind in 
Z— %q = h(x — %q) + W{¥ — Yo — 8 (% — Xo)} 

bei beliebigem q, alle in Betracht kommenden Ebenen enthalten. Sie 
gehen alle durch die Gerade 

Z— % = h(x — x,) 

Y — Yo = &(% — %9) 
und es kommen auch alle Ebenen durch diese Gerade mit Ausnahme 
der Ebene 

Pg = § (eae) 
vor. DaB diese nicht vorkommt, liegt daran, daB sie nicht Tangential- 
ebene an einer Flache z = z(x, y) sein kann. Man erkennt gleichzeitig, 
daB durch die gewodhnlichen Differentialgleichungen (9) gerade jedem 
Punkte die durch ihn gehende Tragergerade seines Biischels von Tan- 
gentialebenen zugeordnet wird. Charakteristiken sind also Kurven, die 
in jedem Punkte die zugehérige Tragergerade beritthren. Unter den 
Tragergeraden kommen parallele zur z-Achse nicht vor. Nennen wir 
einen Punkt und eine durchgehende Ebene ein Flachenelement, so wird 
also durch (8) jedem Punkt ein ,,Biischel‘‘ von Flachenelemeriten zu- 
geordnet, und die Aufgabe der Integration ist es, Flachen.zu finden, die 


1 Math. Zeitschr. Bd. 25, S. 373 ff. 1926. 
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in jedem Punkte ein zugeordnetes Flachenelement berithren. Diese geo- 
metrische Fassung laBt es sofort als einen Mangel erscheinen, da8 wir 
nur Fragmente von Biischeln den einzelnen Punkten zuordneten, 
sowie da wir nur Flachen suchen, die von dem zugrundegelegten Koor- 
dinatensystem insofern abhangen, als sie sich in demselben vermittelst 
eindeutiger Funktionen z(%, y) sollen darstellen lassen. Die Geometrie 
hat langst gelernt, durch Abstellung solcher Mangel zu einer eleganten 
Darstellung ihrer Beweisfiihrungen zu gelangen. Sehen wir zu, was wir 
hier aus einer Kenntnis geometrischer Dinge an Vorteil ziehen k6nnen. 
Wir deuten %,, %,, %3 als rechtwinklige Cartesische Koordinaten. Je- 
dem Punkt erscheint dann durch eine lineare homogene Gleichung 
(1) Ay (%y!, %q, %y) Ey + Ay (yp, Xe, Xs) Fo + Ag (%y, Xo» %3) Fs = 0 
ein Biischel von Einheitsvektoren & = (&,, &, &,) zugeordnet. Setzt 
man den Vektor 
(4,, 4,43) =a, 

so kann man fir (1) schreiben 
(1’) a-€é=0. 
a-& ist also das innere Produkt. Die a,(x,, %,, ¥3) selen in einem ge- 
wissen Bereich k der x1, %,, %, samt ihren Ableitungen erster Ordnung 
stetig und modgen in keinem Punkte gleichzeitig verschwinden. Es 
sollen Flachen 

9) tees oH 2) 
gefunden werden, wo ¥ = (x1, %,, %3) ein Vektor ist, dessen Endpunkt 
die Flache beschreibt, wenn sein Anfangspunkt im Ursprung der Koor- 
dinaten liegt, derart, daB der Flachennormalvektor 


Ete 
§— ee Fo er 
VEG — F2’ ries 
G=% 


in jedem Punkte mit einem der durch (1) vorgeschriebenen zusammen- 
fallt. Anders ausgedriickt: (1) soll erfiillt sein, wenn man 


&(u,v) und (uw, v) 
eintragt. 


Charakteristiken nennen wir dann wieder die Kurven, welche in 


jedem Punkte auf allen ihm zugeordneten Vektoren & senkrecht stehen. 
Also sind 


a) ax ax 
(2) Gp ars Hae He) FES Malta tes Ha), FP = alos, Hae %) 


die Differentialgleichungen der Charakteristiken 
% = Py(*{”, xg), xf), t — ty) 
(3) He = pa (x{, x{), x0), £— to) 


Xs = Dg (x{, xg, x$, t — th) 


§ 2. Geometrische Deutung. Verallgemeinerung, 263 


oder anders geschrieben 
xj? = 91 (%1, %2, Xg, to — #) 
(4) x2) = (x X1, X_, Xg, ty — 2) 
x5?) = 95 (%1,/%9, %g, ty — 2) 


sei die durch den Punkt x”, x{”, «© bestimmte Charakteristik. Jede 
mit stetigen ersten Ableitungen versehene Funktion 


w (xy, %2, Xs), 
die von ¢ unabhangig wird, wenn man (3) eintragt, definiert an jeder 
Stelle, wo nicht alle drei Ableitungen $* = 0 sind, eine Integralflache, 


wenn man w = 0 setzt. Denn nach Voraussetzung soll 
. dw Ow dx, , dw dx, , Owdx, 
(5) iia eatae idl ae dake 
sein. Wegen (2) aber wird dies zu 
Ow Ow 
(6) Ban ce 4 a Biptsa gar: 
Die 2@ 7, tefinieren aber bekanntlich die Flachennormale & und es ist 


bei ioe, Darstellung ins. Belieben gestellt, welches Koordinatenpaar 
man als Parameterpaar u,v nehmen will. Das wird man sich je nach 


der Ableitung tas aussuchen, die sich als von Null verschieden erweist. 
k 
Sei nun durch 
X%, = x;(T) TST 


eine stetig differenzierbare Kurve gegeben, die in keinem Punkte eine 
Charakteristik beriihrt, d.h. so, daB der Rang der Matrix 


(7) ( %4 (7), %3(T), %(7) 
@,(%1(T)...), 4 (%,(T).--), 43 (%4(T).--) 
stets 2 ist, dann lege man durch die einzelnen Punkte dieser Kurve die 


Charakteristiken. Ihr geometrischer Ort ist dann eine Integralflache. 
Denn der geometrische Ort ist nach (3) 


(8) = Vil%4(t), %_(t), %(t); t—%). (7 = 1,2, 8) 
Hier ist ax 
%=(5 a) = (4;(%1, Pe» Ps)) = 4 (* = 1, 2,3) 
und? 5 


= Ox; > 0 9; a) 
v= (Fe) = (Dian dt)" 


Y ants oe 
1 Die Ableitungen a existieren und sind stetig nach S. 44, da wir die Existenz 
k 


und Stetigkeit der ersten Ableitungen der a; vorausgesetzt haben. 
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Also ist die Flachennormale 


X%o4%3t %34%1¢ Xit%st 


und diese zweireihigen Determinanten sind fiir gentigend kleine | ¢ — 4, | 
nicht alle Null. Denn fiir ¢ = ¢) sind sie nach Voraussetzung (7) nicht 
alle Null. Da g, = a@ ist, so ist 


B= nx n= ( 


> ’ 
Nor Xr X%32%ic N1_%2r 


a-E=0 
und daher ist (1) erfiillt. Die (8) stellen also wirklich eine Integral- 
flache dar. Damit haben wir durch jede Raumkurve, die keine Charak- 
teristik beriihrt, eine Integralflache von (1) oder, was dasselbe ist, von 
(6) gelegt. Ahnlich wie in § 1 erkennt man wieder, da8 es nur diese eine 
Integralflache durch die gegebene Raumkurve geben kann. Denn jede 
Charakteristik, die einen Punkt mit einer Integralflache gemein hat, 
gehoért ihr vollstandig an. Sei namlich durch 
W(X, Xa» %3) = 0 

eine Integralflache dargestellt, und sei x, x{, x einer ihrer Punkte, 
in dem mindestens eine der Ableitungen 5-- ae Bos 0 ist. Man trage (3) in 


w(%,, %_, Xs) ein und differenziere nach ¢: "Das liefert 


und das ist nach (6) Null. Wenn also der Punkt x der Charakteristik 
w = 0 angehort, so ist dies fiir die ganze durch ihn bestimmte Charak- 
teristik so. 

Die Verallgemeinerung dieser Betrachtungen auf mehr als zwei 
unabhangige Verdanderliche liegt nun so auf der Hand, da8 wir das 
nicht weiter verfolgen miissen. 

Es bedarf auch kaum einer besonderen Hervorhebung, das unsere 
Betrachtungen im komplexen Gebiet ohne weiteres gelten, und daB 
also bei analytischen Koeffizienten und analytischer Anfangskurve 
auch die Lésung analytisch ausfallt. 


§ 8. Vorlaufige Betrachtung der allgemeinen partiellen 
Differentialgleichung erster Ordnung. 


Unter einer partiellen Differentialgleichung verstanden wir eine 
Gleichung zwischen den unabhdngigen Variablen, einer unbekannten 
Funktion derselben und ihren partiellen Ableitungen nach diesen un- 
abhangigen Variablen. Dabei wurde angenommen, da8 mehr als eine 
unabhangige Variable vorkommt. Anderenfalls lage namlich eine ge- 
wohnliche Differentialgleichung vor. Insbesondere hieB die Gleichung 
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von der ersten Ordnung, wenn sie nur Ableitungen erster Ordnung er- 
halt. Eine Gleichung erster Ordnung mit zwei unabhingigen Verander- 
lichen %, y und einer abhangigen Veranderlichen z sieht also aus: 


(1) i(%,9,2,),9) = 0. 


Dabei sind wieder in tblicher Abkiirzung mit ~ und q die Ableitungen 
08 0 


jy und zs der gesuchten Funktion z(x, y) bezeichnet worden. Die Funk- 


tion /(x, y, 2, p,q) soll in einem gewissen Bereich der x, y, 2, p,q ein- 
deutig und stetig sein und daselbst stetige erste Ableitungen besitzen. 
Es soll au8erdem vorausgesetzt werden, daB fiir ein der Gleichung (1) 


: : ; a) : 
genugendes Wertesystem dieses Bereiches niemals sh und i beide 


zugleich verschwinden. Es ist keine Beschrankung der Allgemeinheit, 
wenn wir in der Umgebung der zu betrachtenden Stelle “ als von 


Null verschieden voraussetzen. Dann kann man nach dem Satz iiber 
implizite Funktionen in der Umgebung eines jeden der Gleichung (1) 
geniigenden Wertesystemes die Gleichung (1) nach # auflésen und so ¢ 
als eindeutige, stetige, mit stetigen ersten Ableitungen versehene Funk- 
tion 

(2) P= 9(%, 92,9) 

darstellen. Dabei ist dann (%, y, 2, g) in einem gewissen Bereich seiner 
Variablen x, y, z, g eindeutig und stetig erklart und mit stetigen ersten 
Ableitungen versehen. 

Was ist die geometrische Bedeutung einer partiellen Differential- 
gleichung erster Ordnung? Eine gewdhnliche Differentialgleichung 
erster Ordnung ordnet jedem Punkte ein oder mehrere Linienelemente 
zu. Die Differentialgleichung integrieren hei®t da, Kurven zu finden, 
die aus lauter Linienelementen der Differentialgleichung .aufgebaut 
sind. Hier legen die Dinge dhnlich. Den Inbegriff von fiinf Zahlen 
%9, Vo» 2%» Po» Yo Nennen wir ein Flachenelement. Der Punkt %9, Vo, 2 
ist sein Tragerpunkt. 4, und gy geben die Stellung der hindurchgehenden 
Ebene z — 2) = ~o(% — %) + %0(¥ — Yo) an. Rechtwinklige cartesische 
Koordinaten x, y,z mégen dabei der Betrachtung zugrunde liegen. 
Einem jeden Punkte eines zugrunde gelegten Bereiches B der x, y, z 
ordnet also die partielle Differentialgleichung Flachenelemente zu. Vor- 
auszusetzen ist dabei, daB die Differentialgleichung einem gegebenen 
Punkte %, Vo, 29 des zugrunde gelegten Bereiches tiberhaupt ein Flachen- 
element zuordne, daB es also zwei weitere Zahlen py und gy gebe, so 
da8 (1) erfiillt ist. Nach unseren Voraussetzungen lehtt dann der Satz 
liber implizite Funktionen, daB, wie es insbesondere Gleichung (2) zum 
Ausdruck bringt, allen hinreichend wenig von qo verschiedenen Werten 
von g genau ein der Differentialgleichung (1) geniigender, wenig von 
py verschiedener Wert p zugeordnet ist. Mit anderen Worten: die dem 
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—_ 


Punkte %; 9, % zugeordneten sich stetig an 9,4 anschlieBenden 
Flachenelemente bilden eine einparametrige Schar. Sie umhiillen, wie 
wir uns ausdriicken wollen, einen Kegel, dessen Spitze im Punkte 
%q» Vo» %o liegt. Freilich kann dieser Kegel auch ausarten. Wenn z. B. 
die gegebene Differentialgleichung eine lineare Beziehung zwischen p 
und q ist, wenn sie also die Form p + g(x, y) ¢g =h(x, y) besitzt, dann 
gehen alle Flachenelemente durch eine Gerade. Solche Differential- 
gleichungen nannten wir daher linear. Der Kegel artet also hier in 
ein Biischel aus}. 

Was bedeutet es nun, die Differentialgleichung zu integrieren ? 
Man soll eindeutige Funktionen z = z(%, y) finden, die der Differential- 
gleichung geniigen. Geometrisch bedeutet das die Auffindung von 
Flachen, welche aus Flachenelementen der Differentialgleichung auf- 
gebaut sind, oder anders ausgedriickt, welche in jedem ihrer Punkte 
eine der Tangentialebenen des zugehérigen Kegels berihren. 

Aus diesen Bemerkungen kann man schon einige Anhaltspunkte 
fiir die Integration gewinnen. Nehmen wir irgendeine Integralflache 
als gegeben an. Ich betrachte einen ihrer Punkte. Dort besitzt sie 
ein bestimmtes Flachenelement, welches den Kegel dieses Punktes in 
einer Mantellinie beriihrt oder durch die Achse des Biischels geht. 
Jedem Punkt der Flache ist so eine Fortschreitungsrichtung zugeordnet. 
Man kann auf der Flache durch Integration gewéhnlicher Differential- 
gleichungen diejenigen Kurven bestimmen, welche diese Richtungen 
stets einhalten. Bringt man dann noch in jedem ihrer Punkte das 
Flachenelement der Integralflache an, so erhalt man einen Integral- 
streifen. Unter Streifen also sollen die langs einer beliebigen Kurve 
aneinandergereihten Flachenelemente einer Flache verstanden sein. 
Daher diirfen sie langs der Kurve nicht ganz beliebig gewahlt werden, 
sondern so, daB man den Streifen auf eine Flache legen kann. Ist also 


(3) =x), y=y), z=2%), P=, g=¢l) 

die Parameterdarstellung eines Streifens und z = z(x, y) eine Flache, 
der er angehért, so muB die Beziehung z(t) = z{x(é), y(é)} gelten. Dar- | 
aus folgt durch Differentiation, daB fiir einen Streifen die Relation 
2’ = px’ + qy’ erfillt sein muB. Das fihrt uns zu der 


Definition: Unter einem Streifen verstehen wir eine einparametrige 
Schar von Flachenelementen (3). Die Funktionen (3) sollen eindeutig 
und stetig sein und stetige Ableitungen besitzen fiir ein bestimmtes Inter- 
vall aSSt<b, und es soll in diesem Intervall fiir sie die Beziehung 
z’ = px' + qy' bestehen. Die Ableitungen x'(t), y(t) sollen in keinem 
Punkie von a< tb zugleich verschwinden. 

Ein solcher Streifen soll insbesondere ein Integralstreifen heiBen, 


1 Naheres siehe S. 275. 
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wenn seine Flachenelemente der Differentialgleichung geniigen, wenn 
also identisch in ¢ die Beziehung /{x(‘), v(t), z(), p(t), q()} =0 be- 
steht. Wir werden erkennen, da8 man gewisse Integralstreifen, die 
wir charakteristische nennen werden, durch Integration eines Systems 
gewohnlicher Differentialgleichungen ome’ vorherige Kenntnis einer 
Integralflache gewinnen kann, und daB man jede Integralflache dann 
aus solchen Streifen aufbauen kann. Damit wird es dann ein Haupt- 
ergebnis unserer Untersuchung sein, da8 man die Integration der 
partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung auf die eines Systems 
gewohnlicher Differentialgleichungen zuriickfiihren kann oder anders 
ausgedriickt, daB die Integration einer partiellen Differentialgleichung 
erster Ordnung und die eines gewissen Systems gewohnlicher Diffe- 
rentialgleichungen dquivalente Probleme sind. 


§ 4. Die allgemeine Gleichung erster Ordnung. 


1. Charakteristische Streifen. Wir betrachten irgendeine Integral- 
flache: 
(1) z= 9(%,¥). 
Dabei sei z in einem gewissen Bereich der x, y zweimal stetig differen- 
zierbar. Auf ihr wahlen wir einen beliebigen Punkt (po, yo, 2). Das 
Element (%9, Vo, Zo, Po» Yo) dieser Flache in diesem Punkt gehort einem 
gewissen Kegel von Flachenelementen an, welche alle der gegebenen 
partiellen Differentialgleichung gentigen. Diesé sei 


(2) 1(%,9,2,2,9) = 9. 
f mége dabei in einem Bereich B der x, y, z, p, g samt seinen partiellen 
Ableitungen erster und zweiter Ordnung stetig sein und insbesondere sei 


te) 
(3) 55 (0, Yos%0» Bo» Go) +0. 


Diesem Bereich ‘B mégen die Flachenelemente der Integralflache (I) 
angehéren. Das Flachenelement wird eine bestimmte Mantellinie des 
Kegels beriihren. Durch dieselbe wird auf der Flache eine bestimmte 
Fortschreitungsrichtung festgelegt. Wir werden diese Richtung be- 
_stimmen und erhalten so auf der Flache Differentialgleichungen einer 
Kurvenschar. Dann aber wird sich ein Unterschied gegen den linearen 
Fall ergeben. Dort konnten die so festgelegten Charakteristiken auch 
ohne Kenntnis der Integralflache aus diesen Differentialgleichungen be- 
stimmt werden. Denn jedem Raumpunkt war da ganz unabhangig von 
der gewahlten Integralflache nur eine bestimmte Richtung zugeordnet, 
weil der Kegel in ein Biischel ausartete, dessen Tragergerade die an- 
gegebene Richtung festlegte. Hier aber ist jedem Punkt ein ganzer 
Kegel von méglichen Richtungen zugeteilt. Man kann aber annehmen, 
daB man eine Auswahl unter diesen Fortschreitungsrichtungen wird 
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treffen kénnen, wenn mdn statt der charakteristischen Kurven die cha- 
rakteristischen Streifen betrachtet. Denn dann hat man in der Streifen- 
bedingung 2’ = px’ +qy’ das Fortschreitungsgesetz der Streifen- 
ebenen zur Verfiigung und mit deren Hilfe wird man dann die richtigen 
Mantellinien ausfindig machen kénnen. Wir schreiten zur Durchfihrung. 

Die dem Punkte x, vp, 2) Zugeordneten Ebenen haben die Gleichungen 


(4) p(% — %o) + 9(y — Mo) — (2 — %) = 0 
(5) f (Xo, Yo, %,P,9) =0. 
Unter den Mantellinien des Kegels verstehen wir diejenigen Ge- 


raden, fiir die auch die durch Differentiation von (4) nach dem Para- 
meter g sich ergebende Gleichung besteht. Das ist wegen (5) 


of ar oe 
(6) aq) 0 ap wale 
Aus (4) und (6) folgt af 
x 1g = Aap? 
(6) 
y— yy = Ast, 
of te) 
z—m=A(655 + 955) 


als Parameterdarstellung der auf dem Element #, q gelegenen Mantel- 
linie. Somit muB8 fiir eine Kurve x(t), y(t), 2z(é), welche im Punkte 
x, y, 2 diese Mantellinie beriihren soll — das wird ja von den Charak- 
teristiken verlangt — 


a Of 
at ap 
ay Of 
ate Og 
dz of i 
ii = 40(655 +955) (dy + 0) 
sein. Nun wahlen wir den Kurvenparameter ¢ so, daB 
dx Of 
dt ap 


ist. Das ist méglich, denn nach Voraussetzung soll im Punkt x9, yo, 2 
fur das Element fy, gy, in dessen Umgebung sich die Betrachtung be- 


0 : 5 : 
wegt, 5 + 0 sein. Dann haben wir diese 3 Gleichungen!?: 


Gh oe 
Kees 
d 
(7) aplas 
dz 
Lie ati 


1 Der Kiirze halber bezeichnen wir dabei die Ableitungen von / durch an- 


gefiigte FuBmarken, also z. B. ie = “ usw. 
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Gehen wir nun wieder zuriick zu der Integralflache (1), auf der wir 
einen charakteristischen Integralstreifen bestimmen wollten. Sie geniigt 
der Gleichung (2). Tragt man z = (x, y) in (2) ein, so’ist (2) identisch 
in (x, y) erfiillt. Daher sind. auch die Gleichungen richtig, welche sich 
daraus durch Differentiation nach x und nach y ergeben: 


featheP+ho Put fo'Ge=9, 
fu the I tfotbyt he W=O. 


x = x(t),...,¢ =4q/(é) seien nun die Gleichungen des gesuchten Strei- 
fens. Dann miissen fiir diesen auch die beiden eben aufgeschriebenen 
Gleichungen erfiillt sein. Das fiihrt nach Beriicksichtigung von g, = p, 
und von (7) zu 


fat feb +2 =0, 
tyt+heg+ of =0. 


Also haben wir nun im ganzen fiir die 5 Streifenkoordinaten x, y, z, p,q 
die 5 Differentialgleichungen 


x =f,, 
yan 


(8) 2=ff,+ ah, 
te Ses 
{= lym O) ys 


Unter geringer Abanderung des bisheriger. Sprachgebrauches deft- 
niere ich nun: Unter einem charakteristischen Streifen ist ein Streifen zu 
verstehen, welcher diesen fiinf Differentialgleichungen (8) geniigt. 

Als erste Frage legen wir uns die vor, ob jeder charakteristische 
Streifen ein Integralstreifen sei. Tragen wir, um das zu sehen, in die 
linke Seite von (2) die Koordinaten eines Streifens ein, so findet man 
durch Differentiation nach dem Streifenparameter ¢ 


fee % + ty: + heeL+fy PP +h 7- 


Nach den Differentialgleichungen (8) ist das aber Null. Somit hat / 
langs eines jeden charakteristischen Streifens einen konstanten Wert. 
Man driickt das auch dadurch aus, daB man sagt: f set ein Integral 
der Differentialgleichungen (8). Wenn also ein charakteristischer Streifen 
durch ein Integralelement hindurchgelegt wird, so ist er ein Integralstreifen. 
Denn in diesem Anfangselement ist / =0 und daher gilt langs des 
ganzen Streifens f = 0. . 

2. Integralstreifen. Wir suchen nun 4hnlich wie bei den linearen 


Differentialgleichungen durch eine Anfangskurve eine Integralflache 
zu legen. Wir wahlen zu dem Zwecke eine Anfangskurve x = x(t). 


¢ 
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y =y¥(t),z =2(r). Dabei sollen diese drei Funktionen samt ihren 
ersten und zweiten Ableitungen in einem Intervalle «<1t<f ein- 
deutig und stetig sein. Die Ableitungen x’(r), y’(t) sollen in keinem 
Punkte aus «<1 <f zugleich verschwinden. Unsere erste Aufgabe 
muB-es nun sein, durch diese Anfangskurve einen Anfangsstreifen zu 
legen, damit wir zur Integration des Systems (8) die richtigen Anfangs- 
bedingungen bekommen. Dieser Anfangsstreifen mu8 nattirlich ein 
Integralstreifen sein. Zur Bestimmung der beiden weiteren Funktionen 
p(t) und g(r) des Anfangsstreifens bekommen wir somit die beiden 
Gleichungen 
f(x (t), 9(t), 2(t), b(t), 9(t)) = 9, 

a(t) — p(t) x”(t) — g(t) y(t) = 0. 
Um nach dem Satze iiber implizite Funktionen ihrer Auflésbarkeit 
sicher zu sein, mu8B man erst einmal in einem Punkt t, eine Auflésung 
Po, Io besitzen!, und man mu8 weiter voraussetzen, daB die Funk- 
tionaldeterminante 
(9) Sty (t) — S24’ (r) +0 
langs des Kurvenbogens ist. Diese letztere Voraussetzung besagt, daB 
die Anfangskurve nicht nur keine charakteristische Kurve sein soll, son- 
dern daB sie keine Mantellinie eines der Kegel von Integralelementen be- 
viihren soll. Die andere Bedingung besagt aber, da8 ihre Richtung in 
einem Punkt zum zugehérigen Kegel so liegen soll, daB8 man durch sie 
eine Tangentialebene an den Kegel legen kann, eine Bedingung, die ganz 
und gar nicht immer erfiillt ist. Sind aber beide Bedingungen erfiillt, 
so erhalt man anschlieBend an die gewahlte zu t, gehérige Lésung zwei 
in« St Sf samt den ersten Ableitungen? stetig differenzierbare Funk- 
tionen p(t), q(t), die mit den drei gegebenen x(t), y(t), z(t) einen An- 
fangsstreifen von Integralelementen festlegen. 


3. Existenz von Integralflachen. Wir haben damit durch die An- 
fangskurve einen stetig differenzierbaren Integralstreifen gelegt. Durch 
jedes seiner Flachenelemente geht nun ein einziger charakteristischer 
Streifen hindurch. Ich werde zeigen, daB diese Streifen eine Integtal- 
flache bilden. Seien etwa 


(10) x=*(t,t),y=y(t,t),2=2(,t),p=Pp(t,t),¢= 4 (t,7) 


die charakteristischen Streifen. Dann geben die drei ersten Funktionen 
eine Parameterdarstellung der durch die Charakteristiken gebildeten 


1 Das ist z.B. der Fall, wenn als Anfangskurve: z= w(y) in der Ebene 
% = %, als Differentialgleichung eine von der Form p = g (4, y, z, q) gewahlt wird. 

2 Damit diese stetig werden, muBte oben die Stetigkeit der zweiten Ableitungen 
von *(t), y(t), z(t) angenommen werden. 
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Flache. Die Determinante 


Ox Ox 
ot a 
(11) 
dy oy 
[Ot Ot 


ist namlich in einer gewissen Umgebung des Anfangsstreifens ¢ = 0 
von Null verschieden. Denn auf ¢ = 0 ist sie wegen (9) und (8) von Null 
verschieden, und daher ist dies aus Stetigkeitsgriinden auch fir ge- 
nugend kleine Werte von ¢ der Fall. Man kann daher aus den beiden 
ersten Gleichungen ¢ und t eindeutig durch x und y ausriicken und in 
die dritte eintragen und bekommt so die Darstellung der Flache durch 
eine eindeutige Funktion z = z(x,y). Es ist nun aber zu beweisen, 
daB die beiden anderen Funktionen die Tangentialebenen der Flache 
festlegen. Sowie wir das eingesehen haben, ist die Uberzeugung, daB 
eine Integralflache vorliegt, gefestigt. 

Nach CAucHy, von dem die Theorie der Charakteristiken herrihrt, 
erbringt man diesen Nachweis wie folgt. Man hat zu zeigen, daB fir 
die fiinf Funktionen diese beiden Gleichungen 


Oz Ox Ov 
(12) pastas, 

Ot, Oe OV 
(13) Ba ee a a 


richtig sind. Denn dann muB eben wegen des Nichtverschwindens von 
(11) p die x-Ableitung, g die y-Ableitung von z sein. Die erste der beiden 
Gleichungen ist wegen des Systems der gewohnlichen Differentialglei- 
chungen von selbst erfillt. Die zweite aber ist wenigstens langs des Aus- 
gangsstreifens richtig. Wenn wir den Parameterpunkt ¢ = 0 der Charak- 
teristiken stets auf der Ausgangskurve wahlen, so ist also die zweite 
Gleichung fiir ¢ = 0 richtig. Um zu sehen, daB sie auch fiir die anderen 
t-Werte richtig ist, betrachten wir 


Oz Ox Oy 
H= 5 Poe la 
und zeigen zundchst, daB 
OH 0 
pte s 
ist. Diese Ableitung wird namlich* 
OH Oz bp dx Ox ag By ty 
Ot dat dt dt @tat Ot Ot! Otat’ 


1 DaB diese Ableitungen existieren, folgt aus unserer Annahme, daB f (%, y, z, p,q) 
samt seinen Ableitungen der beiden ersten Ordnungen stetig sein soll. Da nun z. B- 
d : SO he eet 
a t, (*, ¥ 4, P, 9) ist, so sieht man sofort, da8 auch ae (F) existiert. und 
stetig ist. (Vgl. auch S. 274.) 
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Differenziert man aber (12) nach t, so erhalt man 
Orz Op Ox Or x oq Oy ory 


= Ofer Ot OF Bibs) (Ovo 9 OrOe 


= fp t+ fy + (ta + Pf) + (ty + Wd 


Da aber nun }(x, y, z, , g) =0 wird!, wenn man x(¢,7) usw. eintragt, 
so hat man noch 


0 Oy Oz Op 0g 
fagotto ge t hae + loge Hhege = 9- 


Also wird 
OH Ox oy Oz 
Tajima? sig ee Wax, —ts5,° 
= Sapruels 
Daher ist 
t 
ff O)ieme 


Da aber nun, wie gesagt, H(0) = 0 ist, so ergibt sich hieraus, daB fiir 
alle ¢ und t 
H=0 


ist. Damit haben wir erkannt, da8 wir tatsachlich eine Integralflache 
durch die Ausgangskurve legen kénnen. Es sei noch hervorgehoben, 
daB diese durch (10) dargestellte Integralflache z = m(x, y) samt ihren 
Ableitungen der beiden ersten Ordnungen stetig ist. Da wir in p(t,7) 
und g(t, t) schon die ersten Ableitungen erkannten und da diese Funk- 
tionen stetig sind, so bleibt nur noch zu zeigen, da8 diese Funktionen 
p(t, t) und q(é,t) stetige erste Ableitungen nach ¢ und nach 17 besitzen. 
Denn aus diesen kann man dann vermittelst 


x= %(t,T), y=y(,T) 


die Ableitungen von (x, y) nach x und y errechnen und als stetig er- 
kennen. DaB aber die Lésungen #(f, tr), g(¢, 7) von (8) stetige Ableitungen 
nach ¢ und nach 7 besitzen, folgt nach S.44 aus unseren Annahmen 
liber f. 


4. Unitat. Es fragt sich,nun, 0b die gefundene zweimal stétig differen- 
zierbare Integralflache die einzige ist, oder ob es mehrere zweimal stetig 
differenzierbare Integralflachen gibt. Wir werden erkennen, daB die 


1 Weil dies fiir ¢ = 0 gilt und weil f langs (8) konstant ist. 
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Integralflache eindeutig bestimmt ist, sowie man sich fiir einen be- 
stimmten Anfangsstreifen durch die Anfangskurve entschieden hat. 
Hier hat man ja im allgemeinen die Wahl zwischen mehreren Méglich- 
keiten. Um also zu beweisen, daB es nur eine zweimal stetig differenzier- 
bare Integralflache durch einen gegebenen Anfangsstreifen gibt, werde 
ich zeigen, daB zwei solche Integralflachen, welche ein nichtsingulares 
Flachenelement xy, Vo, 29, Po, Yo gemeinsam haben, sich langs des gan- 
zen durch dieses Element bestimmten charakteristischen Streifens be- 
ruhren. Zu diesem Zwecke betrachte ich die folgende durch den Trager- 
punkt des gemeinsamen Elementes gehende Kurve auf einer jeden 
der beiden Integralflachen: Die x-y-Projektion der Kurve soll den Be- 
dingungen 


d 
| ar = fo y-2(% 9) dy ae, y)) 
d 
plete ¥,2(%,y), P(X, ¥),9(%, 9) 
gentigen. Fiir diese ist dann naturgemaB 


dz 
dé =f, + Wha 


und langs derselben ist dann nach der S. 269 angestellten Uberlegung 
auch 


(14) 


rE le —1f,P 
d 
f= —f,—hg 


D.h. also, an jenes gemeinsame Element schlieBt sich auf beiden 
Flachen derjenige charakteristische Streifen an, der durch das gemein- 


same Element bestimmt ist. Alle vorausgehenden Uberlegungen blei- 


ben richtig, wenn a statt <s on Null verschieden angenommen wird. 


Aber die zuletzt angestellten Uberlegungen versagen, wenn das ge- 
gebene Element singular ist, weil dann in ihm f, und /, verschwinden. 
Dann liegt namlich ein singularer Punkt der Differentialgleichung 


vor welche mit den beiden vorhin angeschriebenen gleichbedeutend 
ist. Es ist ja dann unsicher, ob durch den Punkt x9, yp eine Losung 
geht. Zwar haben. die Gleichungen (14) Lésungen, die fiir ¢ =f die 
Werte « = %, ¥ =o haben. Indessen faller dieselben fiir alle ¢ mit 
Hh == Ko) Y = Vo ZUsammen. 

5. Zusammenfassung. Wir wollen zusammenfassen und zugleich noch 
einmal die Voraussetzungen hervorheben, die man machen mu8 damit 
alle vorgenommenen Operationen legal sind. Auch soll de: Bereich 

BIEBERBACH, Differentialgleichungen. 3. Aufl. : 18 
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der x-y-Ebene festgestellt werden, fiir den wir die partielle Differential- 
gleichung gelést haben. 

In einem gewissen Bereich (B) des %-y-z-p-q- -Raumes moge f(x, y, 
z, p,q) samt seinen partiellen Ableitungen erster und zweiter Ord- 
nung endlich und stetig sein. Dadurch wird erreicht, daB fiir die Dif- 
ferentialgleichungen der charakteristischen Streifen alle die Voraus- 
setzungen erfiillt sind, die wir frither fiir die Integration der Systeme 
von gewohnlichen Differentialgleichungen gemacht haben. Wenn z. B. 
}(«, 4, 2, —,g) und die Ableitungen, sowie die rechten Seiten der ge- 
wohnlichen Differentialgleichungen fiir 


(15) |x—x|<d, |y—yo|<d, |z—2|<d, |p—hol|<d, |q—gqo|<d 


dem Betrage nach unter M > 1 liegen, so geht durch das nichtsingulare 
Flachenelement %9, Yo, 2, Po,% ein einziger Streifen, welcher den 
Ungleichungen 


ad a d a 
|x—x%| <<), Biers [6 ae |b — Pol < => 
(16) d 
lg —90| < =p 


geniigt. Es mége nun ein von singularen Elementen freier Anfangs- 
integralstreifen! in (15) gegeben sein: 


%=x(t), y=y(t), z=2(7), P=P(t), g=g(t), («StSA). 


Die fiinf Funktionen médgen eindeutig sein und stetige Ableitungen 
besitzen. Es sei nicht gleichzeitig x’ (z) = y'(t) = 2'(t) = 0. Der Streifen 
sei ein Integralstreifen. Ferner sei d der Abstand des Streifens vom 
Rand des KGrpers (15). Die Tragerkurve des Streifens soll fiir kein tr 
den durch das Element des gleichen t gehenden charakteristischen 
Streifen beriihren. 

Dann geht durch jedes. Element t des Anfangsstreifens ein ein- 
ziger charakteristischer Streifen x = x (¢, p usw., der den Bedingungen 


| x (t,t) — x(t) lesa usw. 


gentigt. Diese Streifen ergeben in ihrer Gesamtheit eine Integral- 
flache: (10). 

Der Nachweis, daB hiermit eine Integralflache gewonnen ist, be- 
nutzte auf S.272 die ersten Ableitungen der fiinf Funktionen nach ¢ 


1 DaB es solche Anfangsintegralstreifen gibt, wurde S. 270 unter der Voraus- 
setzung bewiesen, daB x(t), y(t), z(t) stetige partielle Ableitungen zweiter Ord- 
nung besitzen. Damit ist dann gezeigt, daB durch jede zweimal stetig differenzier- 
bare Kurve Integralflachen gehen. Es kénnen deren aber mebhrere sein, da nach 
S.270 durch dieselbe Anfangskurve mehrere Integralstreifen gehen kénnen. Es 
erscheint daher‘verniinftiger — wie oben geschehen — die Formulierung des 
Existenzsatzes an die Anfangsstreifen anzuschlieBen. 
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und t sowie die Ableitungen 
On% Oy O22 
OO me OLOr. “Ot Ox 
nebst der Vertauschbarkeit der Differentiationsfolge. Tatsachlich folgt 
aus unseren Annahmen, daB die genannten ersten Ableitungen stetig 
sind und daB 
O (Ox 


stetig ist. Daraus ergibt sich aber bekanntlich die Vertauschbarkeit 
der Reihenfolge der Differentiationen. Da8 die ersten Ableitungen der 
finf Funktionen nach Tt stetig sind, wurde S. 212 schon erwahnt. DaB 
die ersten Ableitungen nach ¢ stetig sind, ergibt sich aus den Differen- 


tialgleichungen sofort, da durch diese ja usw. durch x (#¢) usw. selbst 
dargestellt sind. Daher ergibt die Differentiation der Differentialglei- 
chungen nach 7 auch die Stetigkeit von +-(3) usw. 

Durch den Anfangsstreifen geht daher eine einzige Integralflache. 
Diese Aussage ist im folgenden Sinne zu verstehen: Zwei Integral- 


flachen, welche den Anfangsstreifen enthalten, enthalten auch die gan- 
zen an seine Elemente anschlieBenden charakteristischen Streifen fiir 


|x(,2) —x(t)|<—& usw. 


Wenn man die hiermit abgeschlossene allgemeine Theorie auf die 
friiher behandelten speziellen Falle anwendet, so findet man die da- 
maligen Resultate wieder. Das mége etwa an 


P+Hh(%,Y) g = g(%,Y) 


kurz dargelegt werden. Fiir die charakteristischen Streifen findet man 
zunachst die fiinf Gleichungen 


dz d d 

oes 1, oat aoe ke a= gh + te Fo—aly +t t,: 
Da aber die drei ersten nur x, y, z enthalten, so kénnen sie zur Be- 
stimmung der charakteristischen Kurven dienen und man kann daher 
auf die beiden letzten verzichten, da schon diese Kurven zum Aufbau 
der Integralflachen ausreichen. 

_ Immerhin mag es auffallen, da8B wir damals eine von zwei Inte- 
grationskonstanten abhangige, also zweiparametrige Schar von charak- 
teristischen Kurven erhielten, wahrend wir im allgemeinen Falle eine 
dreiparametrige Schar von charakteristischen Streifen bekommen. Der 


i Fiir die Frage, inwieweit man mit geringeren als den hier gemachten Diffe- 
renzierbarkeitsannahmen auskommen kann, vgl. man eine Arbeit von A, Haar: 
Zur Charakteristikentheorie, Acta Szeged. Bd. 4, S. 103—114. 1928. 

18* 
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Grund dafiir ist der, daB in jenen speziellen Fallen durch jede charak- 
teristische Kurve eine einparametrige Schar von charakteristischen 
Streifen geht, wahrend im allgemeinen Fall verschiedene charakteri- 
stische Streifen auch langs verschiedenen Kurven aufgereiht sind. 

Ahnlich wie bei den linearen Differentialgleichungen kann man die 
Theorie auch hier verallgemeinern, indem man sie mehr ins Geome- 
trische wendet und die Beschrankung auf Flachenstiicke fallen 1aBt, 
die sich durch eindeutige Funktionen z(x, y) darstellen lassen. Naheres 
siehe S. 317. 


§ 5. Uberbestimmte Systeme von partiellen 
Differentialgleichungen. 


Wir werden im § 6 die Integration der charakteristischen Gleichungen 
naher betrachten. Es ist zweckmaSig, dem einige Betrachtungen uber 
ein gewisses System von zwei partiellen Differentialgleichungen voraus- 
zuschicken. 

Fiir eine unbekannte Funktion mégen zwei partielle Differential- 
gleichungen vorgelegt sein. Man nennt das System iiberbestimmt, 
um auszudriicken, da8 die Zahl der unbekannten Funktionen kleiner 
ist als die Zahl der Gleichungen. Es handelt sich darum, die gemein- 
samen Integrale dieser beiden Differentialgleichungen zu finden. Man 
tiberzeugt sich leicht, daB nicht immer solche gemeinsame Integrale 
rpenden and. Wir wollen annehmen, daB die beiden Gleichungen 
nach 2 a = und 2 ay > aufgelost seien. Es sei das System 

& = 9, (49,2), 
(1) a 
oy Pa(*, Y, 2) 


gegeben. gy, und gq, sollen dabei samt ihren partiellen Ableitungen 
in einem gewissen Bereiche B des x-y-z-Raumes eindeutig und stetig 
sein. Dann leuchtet ein, daB es nur dann stetige Funktionen z(x, y) 
geben kann, die diesen beiden Differentialgleichungen geniigen, wenn das 
Gesetz von der Vertauschung der Reihenfolge der Differentiationen er- 
fullt ist. Das-liefert die ,,Integrabilitatsbedingung“ 


Oz (6) 
(2) Piy + Piz aa dy P20 + Paz = 4 
oder 
(3) Piy + Piz’ Vo = Paw + Poo? Yr- 


Hier sind nun zwei Falle zu unterscheiden, je nachdem diese Gleichung 
(3) identisch in x, y, z erfiillt ist oder nicht. Im letzteren Falle ist sie 
eine neue Gleichung fiir ein eventuelles gemeinsames Integral der beiden 
gegebenen Gleichungen (1) und man kann nun durch reine Eliminations- 
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prozesse entscheiden, ob eine dann durch (3) definierte Funktion ein 
Integral von (1) ist. 

Der andere Fall, den wir weiter betrachten wollen, ist der, daB 
die Gleichung (3) identisch fiir alle x, y, z eines gewissen Bereiches B 
erfiillt ist. . 

Es sei %9, Vo, % ein Punkt aus B. Wir werden zeigen, daB es in 
einer gewissen Umgebung von (9, Vp, 2) genau eine mit ‘ihren ersten 
Ableitungen stetige Funktion z(x, y) gibt, die (1) geniigt, und fiir die 
29 = 2(%p, Vo) ist. Dies Ergebnis wird dadurch plausibel, daB man be- 
achtet, da8 durch (1) jedem Punkt aus B genau ein Flachenelement zu- 
geordnet wird. Zur Bewdltigung des Integrationsproblemes kann man 
ahnlich verfahren, wie in Gem bekannten Fall der Quadratur, wo z nicht 
selbst vorkommt. Wir geben also erst einmal in der ersten der beiden 
Gleichungen y-den Wert yy. Sie ist dann als gewohnliche Differential- 
gleichung 

dz 
(4) dae P1(%, Yo» 2) 
fiir die Schnittkurve der Ebene y = y) mit der gesuchten Flache auf- 
zufassen. Ihr Integral, welches fiir x = x) den Wert z annimmt, sei 


(5) 2 = 9(%5%0, 90. %) =2(2), 2 (%) = 2 


Alsdann betrachten wir die ebenen Schnitte x = konst. der Integral- 
flache und bestimmen somit dasjenige Integral? 


(6) Z= 9% Vos p(x, %, Vos 20)) 

der gewohnlichen Differentialgleichung 

(7) Fe = Pals 2 

das fiir y = yy der Anfangsbedingung 

(8) P(X, Yor Yor P(%; Xo Yor 20) = P(%, Xo Yo Z0) 
gentigt. Man hat also auch 

(9) 9 = (Xo, Yor Yor 20) « 


wy hat stetige Ableitungen nach allen Argumenten. Nun ist zu zeigen, 
daB die Funktion (6) ein Integral von (1) ist. (6) und seine partiellen 
Ableitungen nach 4%, y, %9, Yq. % sind stetige Funktionen dieser fiinf 
Verianderlichen. Dies gilt namlich nach S. 43 fiir die Lésung (5) von 
(4) und gilt aus demselben Grund weiter fiir (6) als Lésung von (7). 


1 Nach S. 44 ist also auch 

(6’) | j p(*, Xo, Vo. 4%) = V (4, Vor, 2), 

da das durch #, y, z bestimmte Integral von (7) durch den Punkt *, yo, y geht. 
Insbesondere ist also, wenn man in (6’) + = % setzt, 


(6”) 25 = V(%o, Vo y, 2). 
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Da wir (6) aus (7) gewonnen haben, ist fiir (6) die zweite Gleichung (1) 
erfiillt, und es bleibt nur noch zu zeigen, daB auch die erste Gleichung (1) 
fiir (6) gilt. Wegen (8) und (4) ist dies jedenfalls fiir y = yp der Fall. 
Tragen wir nun (6) fiir beliebiges y in die erste Gleichung (1) ein, so 
moége sich 


(10) $2 = 9, (2,9, 2) + 0(%9) 
ergeben. Hier ist jedenfalls 

(11) u(x, Yo) =9, 

und es ist zu zeigen, daB fiir alle y 

(12) u(x,y) =90 


gilt. Jedenfalls sind w und seine partiellen Ableitungen erster Ordnung 
stetige Funktionen von x und y. Um (12) zu beweisen, differenzieren 
wie (10) nach y und finden 


in | i AOS as oe 
) axdy ts ay, 8 ax T3* Oy 
Differenziert man aber (7), die ja fiir (6) gilt, nach x, so kommt 
Oz __ 92 , 99s Os 
eed avy ~ Ox * Os it Ge 


In (13) und (14) sind die linken Seiten gleich, weil rechts stetige Funk- 

tionen von x und y stehen. Daher folgt durch Vergleich beider wegen (3) 
Ou Oo Pe 

u ist wegen (11) dasjenige Integral von (15) , das fiir _y = yy verschwindet. 

Also ist wegen der Stetigkeit von ae und seiner Ableitung nach y (12) 


richtig und damit ist gezeigt, daB (6) das gesuchte Integral von (1) ist. 
Unsere Uberlegung zeigt auch, daB (6) das einzige der Anfangsbedingung 
(9) gentigende Integral von (1) ist. Denn unser Ansatz hat zwangsweise 
und eindeutig die Schnittkurve x = x, und die Schnittkurven x = konst. 
der Integralflache ergeben. Also gilt der 

Satz: Durch jeden Punkt x9, Yo, % des Bereiches B geht genau eine 
Losung des Systems (1), die eindeutig und stetig differenzierbay von 
%, V, %o1 Nos% abhangt. 

Es gibt noch eine zweite, die MAYERsche Methode zur Integration 
der Gleichungen (1). 

Die Mayersche Methode geht darauf aus, unmittelbar die Schnitt- 
kurven zu bestimmen, die eine durch den Punkt xp, yo, 2) gelegte 
zur z-Achse parallele Ebene aus der Integralflache ausschneidet. Die 
Gleichung einer solchen Ebene sei 

et awe a 
Y—Y=eUt, A=cosP, w=sind. 
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Schneidet man sie mit der Flache 
Sas th.y), 
so erhalt man fiir die Schnittkurve 
z= 2(xptAt, vot mi): 
Differenziert man nach ¢, so erhalt man 


d 


(16) = = Y,(%o LAL, Yop ME, 2) A+ @e(xo + At, vo + mt, 2) U 


als Differentialgleichung der Schnittkurven. Fir ¢=0 wird x = xy 
und y = yo. Daher benétigen wir diejenige eindeutig bestimmte Liésung 
von (16), welche fiir ¢ = 0 den Wert z) annimmt. In den so bestimmten 
Schnittkurven 

X =X, +tcos#, 


(17) y=% +étsing, 
z =f (2, ¢, 3) 


hat man unmittelbar die Parameterdarstellung der Integralflache. Dies 
ist ohne weiteres klar, da durch die vorausgegangenen Betrachtungen 
die Existenz der Integralflache schon gesichert ist. Anderenfalls ware 
unter Benutzung von (3) dies erst nachzuweisen. 


§ 6. Uber die Integration der fiir die charakteristischen 
Streifen aufgestellten Differentialgleichungen. 
Vollstandige Integrale. 


1. Das vollstandige Integral. Wahrend im § 4 gezeigt wurde, wie 
man die Integrale der charakteristischen Differentialgleichungen zum 
Aufbau der Integralflachen der partiellen Differentialgleichung ver- 
werten kann, soll nun die umgekehrte Frage erértert werden. Welchen 
Nutzen kann man aus der Kenntnis von Integralflachen der partiellen 
Differentialgleichung fiir die Ermittlung der charakteristischen Streifen 
ziehen ? Ich stelle folgende aus dem Existenzsatz des § 4 flieBende Be- 
merkung an die Spitze. Wenn sich zwei zweimal stetig differenzierbare 
Integralflachen der partiellen Differentialgleichung 


Gyeoc - b= 1(*,9, 29) 
langs einem Streifen 5 
QQ) «v=2), y=, z=27), p=h0, @=97 


beriihren, so ist dieser Streifen (2) ein charakteristischer Streifen. 
Vorausgesetzt ist dabei wieder, daB in einem gewissen Bereich der 
(x, y, 2, p, g) das f(x, v,z,g) samt seinen partiellen Ableitungen der 
beiden ersten Ordnungen stetig ist, daB die Elemente der beiden Inte- 
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gralflachen diesem Bereich angehéren, daB die Funktionen (2) stetige 

Ableitungen besitzen und daB fiir kein ¢ 

(3) “N= QH=z7—)=0 

ist. Ware namlich der Streifen (2) kein charakteristischer Streifen, so 

enthielte ‘seine Tragerkurve einen Bogen, der in keinem Punkt die 

Tragerkurve des charakteristischen Streifens berithrt, der durch dasselbe 

Element bestimmt ist. Dann ginge aber durch diesen Bogen'nach dem 

. Existenzsatz nur eine zweimal stetig differenzierbare Integralflache. 
Kennt man weiter eine einparametrige Schar von zweimal stetig 

differenzierbaren Integralflachen 


(4) i= Y (x, y»A), 


welche eine zweimal.stetig differenzierbare Enveloppe besitzt, so wird 
die Enveloppe von: jeder Integralflache langs eines Streifens (2) be- 
rihrt. Die Enveloppe besteht selber aus lauter Integralelementen, ist 
also selber eine Integralflache. Somit gewinnt man in den Berihrungs- 
streifen alle auf ihr gelegerren charakteristischen Integralstreifen. So 
kann man natiirlich nur diejenigen charakteristischen Integralstreifen 
gewinnen, welche’ ‘den -Integralflachen (4) angehéren, d.h. die aus 
Elementen dieser Flachen bestehen. Den Flachen (4) gehdért eine drei- 
parametrige Schar von Elementen an, wahrend der partiellen Diffe- 
rentialgleichung (1) eine vierparametrige Schar von Elementen geniigt. 
Hat man aber statt (4) eine zweiparametrige Schar von Integralflachen 


(5) .=— V (x,y, Ay, Ag) 5 
so kann man hoffen, daB diesen alle Elemente, die f = 0 geniigen, aus 
einem gewissen Elementebereich angehéren. Dann kann man hoffen, 
durch passende Enveloppenbildungen alle charakteristischen Integral- 
streifen zu gewinnen und aus diesen dann nach § 4 alle Integralflachen. 
Es wird also voraussichtlich die Kenntnis einer passenden zweipara- 
metrigen Schar von Integralflachen (5) geniigen, um durch bloBe Dif- 
ferentiationsprozesse alle Integralflachen zu gewinnen. Wenn nun 
durch 

z=V(x,9,A, Az) 


V bg Aya 
| = 5 (%,y, Ay Ay) Al agi re ‘) 
(6) t SA, ES Be 
ov . CER ee eK 
x, > A 5 A = ee a 
Mee fay »Y, Ay, As) lee Eee, 
alle Integralelemente eines gewissen Elementebereiches dargestellt 
werden, so nennt man (4) ein vollstandiges Integral. V, o ; ~ mégen 


dabei stetige Ableitungen erster Ordnung nach x, y,A, und A, haben und 
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es sei fiir alle A 


by ie 

OA, OAL} . 

7 1 1 

(7) epee 
Od, OAs 


Diese Bedingung hat zur Folge, daB man dus zwei der drei Gleichungen 
(6) in der Umgebung jedes Elementes 4, und A, durch x, y, z,q aus- 
driicken kann. Dadurch ist gewahrleistet, daB alle Elemente von (1) 
durch die Parameterdarstellung erfaBt werden!. 


2. Integration der partiellen Differentialgleichung. Wir zeigen nun, 
daB man alle zweimal stetig differenzierbaren Integralflachen als Enve- 
loppen einparametriger Teilscharen des vollstandigen Integrals auffassen 
kann. Wir denken uns, wie in § 4, eine solche Integralflache durch einen 
Streifen 


(8) =x), y=y(t), z=2z(t), p=p(t), g=aq(t) «StSB 


bestimmt. Dabei seien die Funktionen (8) mit stetigen Ableitungen 
_ versehen, und es sei nirgends 


RC ee ft ae) 0) 


Durch jedes der Elemente (8) geht eine Flache aus dem vollstandigen 
Integral, wenn man annimmt, da8 der Streifen (8) dem Elementen- 
bereich angehért, ftir den wir das vollstandige Integral gebildet haben. 
Soll durch das zum Parameterwert t gehdrige Element eine Flache 
(A,, 45) des vollstandigen Integrals gehen, so muB 


’ 


z(t) =V (x (z), y(t). Ay, 44); 
(9) p(t) = 22 (a(n), y(t), Ay, A), 


g(t) = 50 (#(e). y(t), Ay, A), 


sein. Nach (7) kann man aus der ersten und der dritten dieser Glei- 
chungen A, und A, ermitteln. Sie werden stetig differenzierbare Funk- 


tionen von T | 
A,=Ai(t) (=1, 2) «StSB. 


Tragt man diese in 
Z> V(x, V, Me As) 
ein, so erhalt man in 


(10)  g=V (x,y, A(t), Aa(z)) 


1 Hatten wir die partielle Differentialgleichung in der Form /(¥, y, 2, P, q) = 0 
angenommen; so hatte die Auflésung nach p (oder q) zu mehreren Differential- 
gleichungen (1) fithren kénnen. Jede derselben gibt dann zu Betrachtungen der 
vorstehenden Art AnlaB. 
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eine einparametrige Teilschar des vollstandigen Integrals. Durch jedes 
Element (8) geht eine solche Integralflache aus dem vollstandigen 
Integral. Sie beriihrt daher langs des charakteristischen Streifens, der 
durch dieses Element bestimmt ist, die Integralflache, welche durch 
den Streifen (8) geht. Diese ist daher Enveloppe der Schar (10). 


3. Bestimmung der charakteristischen Integralstreifen. Nun kann 
man von diesem Gedanken ausgehend mit Hilfe des vollstandigen 
Integrals auch alle charakteristischen Integralstreifen ermitteln, soweit 
sie dem Elementenbereich angehoren, fiir den das vollstandige Integral 
gebildet wurde. Differenziert man namlich (10) nach t, so hat man in 


Ova Die op 
(11) 57 M(t) + 57, 452) = 0 


eine Gleichung, der zusammen mit (10) fiir ein gegebenes t diejenigen 
Punkte gentigen, welche der Flache (10) und der Enveloppe gemeinsam 
sind. Beachtet man nun, da8 je nach Wahl von A,(r), A,(t) die At, A; 
beliebige Zahlen sein kénnen, so erkennt man, daB die charakteristischen 
Integralstreifen den folgenden Gleichungen gentigen: 


z= V(x, y, Ay, As) 


OV 
p=5,(*, yy Ay, Ag) 


(12) ae 
I = gy (*: y, dy, Ag) 


av aV ; 
= As aq, (* y, Ay, Ae) + Asaz Ys Ay, Ag). 


Dabei sind A,, A,, A3, Aq beliebige Zahlen, von denen 4, und A, den 
bei (5) angegebenen Intervallen angehoren. Fiir jede Wahl der A; stellen 
die (12) einen charakteristischen Integralstreifen dar, wofern nur A, 
und A, nicht beide verschwinden. Denn aus der letzten Gleichung (12) 
kann man y als Funktion von %,A,,A,,43, 44 ermitteln. Es ist namlich 
0?V Vom. ei pd oq 
As ay OA, ne M455 yratr A353. ct 4453, an 0. 
_ weil sonst die Determinante (7) Null sein miiBte. Die letzte Gleichung 
(12) besagt ja 


Oz Oz 
As aq, + Aaaz, = 0. 


Man kann aber sicher die Schar (10) so einrichten, daB fiir ein gegebenes 
t darin ein gegebenes Element vorkommt und daB fir dies t nicht 
A, =A, =0 ist. Die Gleichungen (12) liefern also tatséchlich alle cha- 
vakteristischen Integralstreifen. 

Will man nicht nur die charakteristischen Integralstreifen, sondern 
vielmehr alle charakteristischen Streifen, d.i. alle Lésungen der Glei- 
chungen (8) von S. 269 ermitteln, so mu8 man nur beachten, daB f 
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ein Integral derselben ist, d. h. daB / langs jedem Streifen konstant | 
ist und daB die (8) auch die charakteristischen Streifen fiir f+-c=0 
sind, wo ¢ eine beliebige Konstante ist. 

4. Konstruktion vollstandiger Integrale. Da man nach unseren Dar- 
legungen aus der Kenntnis eines solchen vollstandigen Integrals ohne 
weitere Integrationsprozesse zur Ermittlung aller charakteristischen 
Integralstreifen und damit nach § 4 zur Aufstellung aller Integralflachen 
befahigt ist, so wird die Frage brennend, wie man nun vollstandige 
Integrale gewinnen kann. Zu ihrer Beantwortung fiihren die folgenden 
Erwagungen. Fiir die Differentialgleichung (1) wird das System der 
charakteristischen Differentialgleichungen 

dx 
Gon 


dy 
a eee 
: dz 
(13) eT ee ’—4ai qa 
ap 
ia a if x + f Zz p ’ 
d 
f= fy t+ heq: 
Unter einem Integral 
(14) hi(*, y, 2, p 9) 
derselben versteht man eine in unserem Elementebereich samt ihren 


Ableitungen der beiden ersten Ordnungen stetige Funktion f,, die 
langs eines jeden charakteristischen Streifens konstant ist. 


Es ist also 
(15) O=fte—hivlethislh — 9a). his (fo ted) + holly +159) 


identisch erfiillt in unserem Elementebereich Dieses gilt lings jedem 
charakteristischen Streifen, und jedes Element gehért einem solchen an. 
Wir fragen nun nach denjenigen Integralflachen von (1), fiir die 
f, einen festen Wert 4, hat. Wir fragen nach den gemeinsamen Lésungen 
der beiden partiellen Differentialgleichungen 
H(x, ¥, 2, p, D=b—-1%, ¥, % N=, 
A(x, ¥, 2, ps N=A- 
Nehmen wir an, daB in unserem Elementebereich 
, ? d(f.h) 
Cw a(p.q) + © 
sei. Dann kann man aus (16) # und q ausrechnen. So erhalt man 
== x, J, 2, A ? = 
(17) p= (%, 9 1) 
7 Y= Po(%» Vs 2% A)- 


(16) 
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Die ,, 2 sind in einem gewissen Bereich der x, y,z,A mit stetigen 
Ableitungen versehen. Nach §5 kann man dann aus (17) fiir jedes A, 
eine einparametrige Schar von Integralflachen 

(18) a=) (a Vp Ape Aa) 


ermitteln, wofern die damals angegebene Integrabilitatsbedingung er- 
fiillt ist. Diese war 


Bice 
fan © Glee 
oder ausfiihrlicher geschrieben: 
COCO ee Uieaaeees 


ay Oz P= ay ean ves 


Dies ist aber der Fall. Differenziert man namlich die beiden Gleichungen 
(17), durch deren Auflésung nach # und q ja (18) entstand, nach x und 
y, so erhalt man: 


loo ite Io? Pat fa I= 9 ier fee V+ be Py ta y= 90 
hathe:P the Pet ha I= ligt fae°9 lie Pst lie 


Bestimmt man hieraus ~, und g, und setzt die gefundenen Werte ein- 
ander gleich, so erhalt man die Integrabilitatsbedingung 


Al — (fy eg) (idee la tye a) at lesa fa ft, P) 
Sie hePlg= 0, 


was nur eine andere Schreibweise fiir (15) ist. Da aber /, ein Integral 
von (15) war, so ist die Integrabilitatsbedingung identisch erfiillt, und 
der Satz von S. 278 wird anwendbar. Wir erhalten also nach S. 283 
fiir jedes A, durch jeden Punkt %9, V9, 29 eine Integralflache (18) durch 
passende Wahl von A,. Jede Funktion (18), die (17) geniigt, befriedigt 
ja auch (16). 

Man nennt [f, /,] einen Klammerausdruck und sagt, f und }, lagen 
in Involution, wenn [f, f,] = 0 ist. Da [f, f,] = — [f,. f], so ist # = konst. 
auch ein Integral der zu /, = 0 gehérigen charakteristischen Differential- 
gleichungen. 


(19) 


(20) 


5. Bemerkung: Unsere Betrachtungen beweisen gleichzeitig noch 
einen etwas anderen Satz: Jedes gemeinsame Integral zweier partiellen 
Differentialgleichungen F =O und F, =0 geniigt auch der Gleichung 
[F, F',] =0. Ist diese also nicht wie in den Fallen, auf die es uns eben 
ankommt, identisch erfiillt, so ist sie eine neue Gleichung fiir die ge- 
suchten gemeinsamen Integrale, und wir haben damit jetzt drei Glei- 
chungen, welchen dieselben geniigen miissen. Nunmehr aber kann man 
schon durch Eliminationsprozesse entscheiden, ob iiberhaupt ein ge- 
meinsames Integral vorhanden ist. 
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6. Beweisfithrung fiir das vollstandige Integral. (18) ist nun tat- 
sachlich ein vollstandiges Integral fiir unseren Elementebereich. Die 
Gleichungen’ (16) sind némlich bei passender Wahl von:/, fiir jedes 
Element unseres Elementebereiches erfiillt. Also gilt das gleiche fir 
die (17), und (18) stellt eine Flache dar, die bei passender Wahl von A, 
durch einen beliebigen Punkt geht, wie auch A, gewahlt ‘sein mag. 
Also ist (18), (17) tatsachlich eine Pee etectarsteliang aller Elemente 
unseres Elementebereiches. Wir verlangten bei der Definition des voll- 
standigen Integrals noch die mae Healt der partiellen Ableitungen 


OV 
erster Ordnung von V/V, 9a un az . Dies ist aber bei den Funktionen 


(17), (18) i Fall. Endlich ist ise ‘ae Bedingung (7) erfiillt. Denn es ist 


mach. (17) =>— st = 0. Also ist die Determinante (7) gleich ~ 5p Ts Da 
f 


weiter /, a die Auflésung von g = g, nach A, ist, so el i, + 0- 


Ferner ist =,- SL + 0. Denn als Parameter A, kann man z. B. den Wert Z0 


nehmen, den V an der Stelle x), yp annimmt. Es ist dann 
(19) z= V(x, 9, Ay, Ae) = U(x, Y; Ay Xo» Yo» 20) 


die Integralflache von (17) durch den Punkt x9, yo, Zp. Sie ist identisch 
mit der Integralflache durch den Punkt x, y, z. Also ist 
49 = hy a U (Xo, Yo> A; x,%; z) 
die Auflésung von (18) bzw. (19) nach 4,. Da also (18) eindeutig nach 
dy losbar ist, so ist 2% +0. 
2 

Unsere Betrachtungen lehren u. a., daB die Kenntnis eines von 
p —}f unabhangigen! Integrals /, der charakteristischen Differential- 
gleichungen (13) die Integration derselben auf die zweier gew6hn- 
licher Differentialgleichungen reduziert. Denn wir haben in § 5 gelernt, 
daB die Integration der (17) mit der zweier gewéhnlicher Differential- 
gleichungen gleichwertig ist. 

7. Eine weitere Methode zur Konstruktion eines vollstandigen Inte- 
grals. Man kann die Integrationsarbeit bei der Ermittlung eines voll- — 
standigen Integrals ganz sparen, wenn man noch ein weiteres Integral - 
/. von [f, y] = 0 kennt, das tiberdies mit /, in Involution liegt. Denn dann 
gelten fiir die charakteristischen Integralstreifen die drei Gleichungen 


(20) p—f=0, h=”, fy = Ay. 
- Kann man sie nach p, q, z auflésen, ‘so hat man damit ein von zwei Para- 


metern abhingendes Integral von f =0 ohne jede Integrationsarbeit. Um 
das einzusehen, betrachte man ein Element %9, Vo, 2%, Po, Yo, das den 


1 Dh. dab (16’) gilt. 
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Gleichungen (20) bei passender Wahl der /,, A, geniigt und setze voraus, 
daB fiir dies Element die Funktionaldeterminante 


Q(t, ty fe) +0 


4 (2,2,9) 
sei. Durch Auflésung mége sich in der Umgebung dieses Elementes 
(21) z= p(*,4), b= 1 (*,9); q = 2 (*,¥) 


ergeben. Ich zeige, daB die drei Funktionen z — p(x, y), b — o1(*, y) 
q — %2(x, y) gleichfalls in Involution liegen, d.h. daB z, = pj z, = 4, 
Py =% ist. Zum Nachweis denke man (21) in (20) eingesetzt und 
differenziere dann nach x und y. So erhalt man 
a) S/o te ieu(@ae 2) ae +fo-betfede =9, 
b) fret hee —P) +hed +hobet hee =9, 
) low a hoz (2x 25) a loz P silted s a loa Qe a 0, 
qd) fy th (@w—-O)+hY +h Put hay =9, 
e) fiyt hel —OD+hed + ho byt het =9, 
f) fey + fee (Zy — 9) + fozd + San Py + fea Gy = 9- 


Man multipliziere a) mit “a , d) mit 5s , b) mit —, e) mit aq” 


Dann berechne man 


Das liefert 
[tf] + (@e — P) (Lehi — hielo) + (@y — 9) Pehra— hela) 
+ (Ge — bs) Vehio— fiefs) =9.- 
Ebenso findet man analoge Relationen durch Verbindung von 
f mit f,, und /, mit /,. Da aber die drei Funktionen f, /,, f, in Invo- 
lution liegen, so kommen schlieBlich diese linearen Gleichungen heraus. 
I. (t2— P) (fehio—hiels) + (%&y—D)(eha—hele) 
+92 — Py) Cofino —fief) = 0 
Il. (2 a p) (AED PTR fos fy) zie (zy a 9) (efea— forte) 
+ (Ye — Py) fofes — feats) = 9, 
TI. (2, — ?)(fizfo» — feetie) + (%— 9) (hie fea— festa) 
+ (G2 — by) eles —feahs) = 


Um zu erkennen, da8 nach diesen Gleichungen z, = p, zy = 4, Jz = fy 
sein mu8, hat man nur zu bemerken, daB die Determinante dieses 
Gleichungssystems aus den zweireihigen Unterdeterminanten der Funk- 
tionaldeterminante besteht und daher wie diese von Null verschie- 
den ist. 
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In den ganzen vorstehenden Erérterungen waren Integralelemente, 
fir die neben / = 0 auch /, =0 und f, = 0 ist, ausgeschlossen. Man 
nennt sie singuldre Elemente und eine aus ihnen aufgebaute Flache 
eine singulaére Integralflache. Natiirlich kann man ohne Integrationen 
aus den angegebenen drei Gleichungen fiir die singularen Elemente 
heraus — 4hnlich wie bei den gewodhnlichen Differentialgleichungen — 
entscheiden, ob es singulare Integralflachen gibt. 


§ 7. Integration einiger spezieller Differentialgleichungen. 


Es gibt verschiedene Sorten von partiellen Differentialgleichungen, 
fiir die man leicht ein vollstandiges Integral finden kann. 


1. Cratrautsche Differentialgleichung. Wenn z. B. die CLaiRAuTsche 
Differentialgleichung 


z= xp+yq+1(d,9) 


vorgelegt ist, so ist die zweiparametrige Ebenenschar 


z= Ax + Ay + f(A, Ae) 
ein vollstandiges Integral. Denn tatsachlich umfassen diese Ebenen 
die samtlichen Flachenelemente der partiellen Differentialgleichung. 

Die drei Gleichungen 
=A,x +A y+ F(A, Ad), 

p=A, 

gq =r, | 
erfiillen auch offenbar alle im § 6 aufgezahlten Voraussetzungen, wenn 
man }? als zweimal stetig differenzierbar annimmt. 


2. p=f(q,x). Wenn weiter eine Differentialgleichung der Form 
p= f(g, *) 


vorgelegt ist, so hat man zur Bestimmung weiterer Integrale der charak- 
teristischen Gleichungen die lineare Differentialgleichung 
Ou On Ou Ou, 
Sar glee ae ee qfq) + gple= 0 
zu betrachten. Ersichtlich ist 
“= 


ein Integral derselben. Daher hat man zur Bestimmung eines voll- 
standigen Integrales # und q aus 


“p=/(49), 
q=h 
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auszurechnen. Also ist aus 
g=A,, 
p=f(A,.*) 


das vollstandige: Integral zu ermitteln. Man findet 


zahyt Sia, nde + dg. 
3. f(x, p) = £(y,q). Als drittes Beispiel wahle ich eine Verallgemet- 
nerung des vorigen 
I(x, p) = 8(y,9)- 
Man sagt hier, die Variablen seien getrennt. 
Ein Integral von 
ot ty — Gaba + G2 (bly — 18a) — Gp la + 3 By = 0 


ist hier offenbar 


Zur Bestimmung des vollstandigen Integrales hat man somit # und 
q aus 

(x, p) =A, 

g(¥, 4) =A 


zu ermitteln, ein Ergebnis, das man auch unmittelbar aus der partiellen 
Differentialgleichung entnehmen kann. Man mége etwa 


p= 9(%,A), 


q = 9 (y, Ax) 
finden. Dann ist 


Se Sp (%, a) dx oe J vy, A) dy + hy 
das vollstandige Integral. 
4. f(z, p,q) =9 Sei viertens 


f(z, p,9) = 0 


vorgelegt, so hat man 


Ou Ou Ou Ou Ou 
axl» t Byte ria, (Pho + Oty) = op ble — Gq Ue = 0 


zu betrachten. Ein Integral ist jedenfalls 


a 
U p e 
Die Auflésung der Gleichungen 
q—A, p=, 
{(2,b.q) =0 
mége ‘ 
p ad (Ay , z) , 


gq = 4, (A, 2) 
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ergeben. Danit bekommt man das vollstandige Integral in der Form 


az 
Seas =a Ay + Aj. 


5. Bemerkung: Man kann iibrigens die letzte Differentialgleichung auch auf 
den schon behandelten Typus 


F(y, p,q) =0 
umformen, indem man # und z ihre Rollen vertauschen l48t. Soll namlich durch 
z= 2(%,y) 
* als abhangige, z als unabhangige Variable eingefiihrt werden, so hat man 
Ox 
ees be 
p Oz 
Ox 
0=p—- - 
Pa 5 +4 
Also wird die Differentialgleichung 
Ox\ 
1 oy 
Noa ers be 
Oz Oz. 


ist also vom angegebenen Typus, der dadurch ausgezeichnet ist, daB auBer den 
partiellen Ableitungen nur eine der unabhangigen Variablen, die abhangige aber 
gar nicht vorkommt. 


§ 8. Differentialgleichungen, in welchen die unbekannte 
Funktion nicht explizite vorkommt. 
Es sollen Differentialgleichungen der Form 


h(x,y, P, 9) =0 


untersucht werden. Zunachst bemerkt man sofort, daB die fiint charak- 
. teristischen Gleichungen in zwei Gruppen zerfallen. Sie werden namlich 


ax dy 


ii eee 
ap aq 
Time Tp hohe gee Pe: 


d 
a = Phy + ghy. 


Da aber z selbst in # nicht vorkommt, so kann man aus dieser letzten 
Gleichung z durch eine Quadratur bestimmen, sobald erst die vier an- 
deren Funktionen aus den vier iibrigen Gleichungen bestimmt sind. 

Kennt man vollends irgendeine einparametrige Schar von Integralen 


go= Vi(x,4, a) 


der partiellen Differentialgleichung, und zwar so, daB in einem gewissen 
'_ Bresersacu, Differentialgleichungen. 3. Aufl. 19 
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c : @) Oy 0 /0V Am oes 
Bereich der x,y, a eine der Ableitungen ~~ (ae). an eA) tetig und von 


Null verschieden ist, so ist 
oven 
ai 
ein Integral der charakteristischen Gleichungen. 
Unter unseren Voraussetzungen ist namlich 


z=V(x,y,a) +6 


nach S. 280 ein vollstandiges Integral der partiellen Differentialglei- 
chung. Denn man kann z = V + b, p = V,,q = Vy, nach a, 6 auflésen. 

Daher kann man den S. 282 aufgestellten Satz anwenden. Danach 
findet man die Charakteristiken aus 


z=V(xs,y,a) +6, 


Ova 
ie 
Hier also ergeben sich ihre x-y-Projektionen aus 
av 
ic a 


§ 9. Anwendungen in der Mechanik. 


1. Die Hammtonsche Gleichung. Die Betrachtungen des vorigen 
Paragraphen sind von besonderer Wichtigkeit fiir die ebene Bewegung 
eines Massenpunktes, auf welchen eine zeitlich konstante Kraft wirkt, 
welche ein Potential U(x, y) besitzt. Die Bewegungsgleichungen wer- 
den namlich dann, wenn die Masse des Punktes Eins gesetzt wird, 


d* x 0U 
dfn igen! 
dey 0U 
dig as Oye: 
ax dy : . 
Setzt man 7 = p und a = 4 und fihrt noch die kinetische Energie 


2 2 
Teex ore 
ein, so hat man auBerdem 


dx _9T dy _ aT 
dita Pe die ga 


wahrend man die ersten beiden Gleichungen so schreiben kann: 


ap — NW) 
diam axe 
ag” SOU 


Aixcvin, aye 
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Fiuhrt man nun noch die Energie 
E=T+U 


ein, so hat man schlieBlich fiir die Bewegung diese vier Gleichungen : 


Das sind aber nach § 8 die vier ersten zu 


2 2 
(2) 24 U(x,y) = 26 (c = konst.) 


gehorigen charakteristischen Gleichungen, so da8 also die Integration 
der Bewegungsgleichungen gleichwertig ist mit der partiellen Diffe- 
rentialgleichung (2). Man nennt sie die Hamittonsche Gleichung der 
Bewegung. (Ihr Bestehen bringt den Energiesatz zum Ausdruck.) 
Die Bahnkurven der Bewegung sind dann die x-y-Projektionen der 
Charakteristiken dieser Differentialgleichung. Zur Lésung des mecha- 
nischen Problems bedarf man also nur eines vollstandigen Integrales 
dieser Gleichung. Zu seiner Auffindung ist oft die Einfiihrung neuer 
unabhangiger Variabler zweckmaBig, weil man dadurch z. B. oft die 
Gleichung auf eine der in §7 behandelten zurtickfiihren kann. 


2. Anziehung eines Massenpunktes aus zwei festen Zentren. Als 
Beispiel werde die Anziehung eines Massenpunktes aus zwei festen 
Zentren betrachtet. Die beiden Zentren sollen bei -+ 1 auf der x-Achse 
liegen. Man fiihrt elliptische Koordinaten ein. Dazu betrachtet man die 
konfokalen Kegelschnitte 

x2 y? 
(3) a, +2 ay ag th 2%, 
mit den Brennpunkten x = + 1, y =0. Durch jeden Punkt der Ebene 
gehen zwei Kegelschnitte der Schar hindurch, eine Ellipse und eine 
Hyperbel. Die Ellipse kommt heraus, wenn der Parameter A der Un- 
gleichung 


1 (a4, >a,>0 und a, —a, = 1) 


(4’) dy pele 0 

geniigt. Hyperbeln erscheinen, wenn 
a(t”) —a,<i<—a, 

ist. Ist aber x, y ein beliebiger Punkt der Ebene, so besitzt die Gleichung 
(5) x2 (a, + A) + y?(a, + 4) — (@, + 4) (a, +”) =0 


19* 
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fiir 2 stets zwei Wurzeln 4, und A, (A, >A,), von welchen jeder der 
beiden Ungleichungen (4’), (4’) je eine gentigt. Man erkennt das, wenn 
man das Vorzeichen der linken Seite von (5) fiir A—> + 00,4 = — ag, 
A = —a, betrachtet. Setzt man dann die beiden Gleichungen 

x? (dy + Ay) + y? (a, + Ay) = (4 + Ay) (42 + Ay) 

x? (dy + Ag) + y? (ay + Ag) = (1 + Ap) (42 + Ao) 
an, so kann man daraus x2 und y? durch A, und A, ausdriicken. Man 
fiihrt die Rechnung am bequemsten durch, indem man fiir (5) 

x? (a, + A) + y? (ay + A) — (G+ A) (4, + A) = — (A— A) (A — A) 

schreibt und dann nacheinander 4 = — a, und A = — a, setzt. So 
findet man 


i (he ) ey ea) 


(6) f, rae A 
= & tal ee 8) (4 + Ay) (42 + Ap) - 


Durch A, und A, ist also in jedem Quadranten genau ein Punkt fest- 
gelegt. Man nennt A, und A, seine elliptischen Koordinaten. 

Wir missen nun die Entfernungen 7 und R des Punktes (x, y) von 
den beiden Zentren in elliptischen Koordinaten ausdriicken. Man hat 


P=(x—1)?4+y=2+4+ y2—-2*+1 

BB) (% PF 1)t yt ay? pa de 
Nun folgt aus (6), daB ; 

x? + y2—=a,+a,+4,+4, 

ist. Daher findet man 
P= 2a,+A+1,.—2) (a +A) (@ +A) ={Va +4, — Va, +4}? 
R= 2a tht at 21 (q +4) (| +A) = (Va tat la tay. 
Also 


r=Va+t+A—Vatr, 
Ry dee) aa ae 
Betreffs der Vorzeichen der Wurzeln ist dabei folgendes zu be- 
merken: Zunachst ist sgn V(aq + A,) (a, + A) = sgn x, also durch den 


Quadranten bestimmt, den man gerade betrachtet. Die Vorzeichen der 


beiden Wurzeln Ya, +A, und y a, + A, sind dann so zu wahlen, daB 
das Vorzeichen ihres Produktes wieder mit dem von x iibereinstimmt. 
Daher wird nun das Potential 


gig my he Ys (my my) Vay + Ay + (my — me) Ja, +A, 


As: 


2 


ews 
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Fir die partielle ee a ee Poa wir weiter den Aus- 


Oz y 
druck von az und 2% ay — durch — und » . Man findet aber aus (6) 


On On 
0= (a, + As) == + (a, + 4,) 55 
Bhie ay Ode 
0= (4 + 42) 35, + (4 + Ay) 3; 


aA, A, 
Tt he (42 + 42) 35 + (42 + Ay) ay 
Also 


OA, _ 2% (a, + 4) d hy 2 % (ag + A.) 

ax A,—4, ° a Vier me a 

OA, __ 29 (a, +) Ohg 2 (4, + Ay) 

dy Ay— Ag ’ ay A, — Ag 
Nun wird 


Oz\2 Oz gz 
b+ a= (FE) Ute + My) +258 Fe aden + diya) 


+ (Fz) Be + 4) - 
Daraus findet man 


2a 24 ae (sy: (4, +41) (42+ 4)) dt: (Fz): (44 +49) (42+ 4s) 
4 OA, Ay — de O hg Ay — ; 


Die Hamittonsche Gleichung wird also 
0z\2 m 7) 
(sz) (+4) OF aan Girt (Sq) (41 + A) (a + A) 
es J a, + Ay = (Ay — Ag) 


Hier sind aber die Variablen getrennt, und daher findet man nach 
S. 288 durch Einfiihrung zweier neuen BE ga oe hae a und b 
_ das vollstandige acs 


nf a+cay+ eer + far, a+chy+ 2a th 
a (4, + Ay) een (4 + Ag) aa aged 


Daher wird unter Benutzung der weiteren Integrationskonstanten B 
Oz 
aa — P 


die Gleichung der Bahnkurven. Soll der Massenpunkt die Stelle x9, Vo 
mit gegebener Geschwindigkeit passieren,, so ist die Bahnkurve ein- 
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deutig bestimmt. Denn aus der Energiegleichung 
m Ms | 
12 ‘oe ers pes) = 
ery 2( = a 7) 4¢ 


entnimmt man den Wert von c. Tragt man den in die Gleichung der 
Bahnkurve ein, so liefert die Bedingung, daB der Massenpunkt mit 
gegebener Geschwindigkeit durch den Punkt %9, yo géhen soll, die 
Bestimmung der Integrationskonstanten a und p. 

Um nun auch noch den zeitlichen Ablauf der Bewegung zu er- 
kennen, achten wir darauf, wie die Lésungen der partiellen Differential- 
gleichung (2) von c abhdngen. Wir fiigen also dies c den unabhangigen 
Variablen zu und beachten, daB dann die Ableitung von z nach dieser 
neuen unabhangigen Variablen in (2) nicht vorkommt. Stellt man fur 
die so aufgefaBte partielle Differentialgleichung (2) die charakteristischen 
Differentialgleichungen auf!, so sind die Gleichungen (1) noch durch 
die beiden folgenden zu erganzen: 


dc d /0z 
gly (=) =1. 
Daraus entnimmt man also, daB 
Oz 
ac = t a 1A 


ist, und damit ist dann noch der zeitliche Ablauf der Bewegung ge- 
regelt. t ist dabei eine neue Integrationskonstante, durch die der Null- 
punkt der Zeitzahlung bestimmt wird. Die Bahnkurven der Bewegung 
lassen sich eingehend diskutieren. 


§ 10. Die Charakteristikentheorie im Fall von 
n unabhangigen Veranderlichen. 


1, Charakteristische Streifen. %,, %,,..., %, seien m unabhangige 
Veranderliche, z sei die gesuchte Funktion derselben. Zur Abkiirzung 
werde , 

z 
(1) ERE: (Rae 1 25 5 fa. 5 8) 
gesetzt. Dann sei die Differentialgleichung 


(2) ef (XarioneXai 2) Pi, Pa, oo Pa) —-0 moder Kurz (42 aan 
vorgelegt. f(%1, %g,.'.-, Xn} 2} py,..., Py) und seine Ableitungen erster 
und zweiter Ordnung sollen in einem gewissen Bereich B der 2” +1 
Variablen x, z, p stetige Funktionen sein. +1)... x; 2; p |_| 40) 
sei eine Stelle des Bereiches, an der (2) gilt. An dieser Stelle sei 


* Die hier im Vorbeigehen benutzte Theorie der partiellen Differential- 


gleichungen mit mehr als zwei unabhangigen Verdnderlichen wird S. 299ff. naher 
begriindet werden. 
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Ohne uns auf geometrische Betrachtungen einzulassen, definieren 
wir in Analogie zu dem in §3 und 4 Bewahrten: Unter einem Element 
verstehen wir einen Punkt des genannten Bereiches B. Unter einem 
Integralelement verstehen wir ein Element, das (2) geniigt. Unter einem 
k-dimensionalen Streifen verstehen wir eine von k Parametern Tahis eee Ue 
abhangige Schar von Elementen 


(3) X,=9,(T, ewes Se) z= (Ty, +s Te) by = ¥,(T, Cepia) 
Cpiaet 1728. ep 7?) 


Hier sind die y,, gy, y, samt ihren ersten Ableitungen in einem ge- 
wissen Bereich T der Parameter stetig und es gelten die Relationen © 


a a Ox, 
(4) ee arta (i= Ly 2s 5.05 Be) 


Endlich soll der Rang der Matrix 


LEER ae 
OT, Obs OT; 
Ld A ee 
OT OT OT 
(5) oy ; : 
Sone iin Tyrer OPe 
Ot{ OTs OT; 


genau & sein. 

Wir nennen einen Streifen Integralstreifen, wenn er aus lauter Inte- 
gralelementen besteht. 

Ein eindimensionaler Streifen 


(6) x, = 9,(t), z= (tj, py = Y(t), (vy =1,..., m) 


heiBt charakteristisch, wenn er den folgenden Differentialgleichungen 
genugt: 


“CERES _ ap 
Sah les? @ dee, walt (pee Teac reo) 
(7) oe 


ape: pif tee ° + Pnfp, « 
Als Aufgabe werde gestellt, durch eine » — 1-dimensionale Mannig- 


faltigkeit R,,_, des m + 1-dimensionalen R,,,, der (x, z) eine n-dimen- 
sionale Integralflache zu legen. Diese R,_, sei durch 


Xp = Pu (T° * *Ta-1) (h 


ol ae ® 
Saad 9 (t%- “is Tiny -a)) 


(8) 


gegeben. Dabei seien die p in einem gewissen Bereich T der t samt ihren 
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ed 


ersten und zweiten Ableitungen stetig. Der Rang der Matrix 


OUT aaa oie 

OT, OTy —4 
(9) : 

CES peas alk 

OT, OTn—4 
sel a — 1. 


Zunachst miissen wir noch voraussetzen, daB sich durch diese R,_, 
ein Anfangsintegralstreifen legen lasse. Dieser Streifen ist an die Be- 
dingungen 


a) OX, , 

ati iat oer at HOS ee (haa 1 2, een) 
<i z b a0 

gebunden. Nehmen wir an, fiir tT; ae ad. hae =n z= 2), gebe 


es eine Lésung £; = pO dieser Pen tee und die unktionsideeees 
minante 


to, ie fp, | 
Ox, O%n | 
(11) OT OT 
Ox, One 
OTn-1 OTn-1 


sei an dieser Stelle von Null verschieden!. Dann gibt es nach bekannten 
Satzen eine Umgebung jener Stelle (x, 2) der R,_,, fiir die die 
Gleichungen lésbar sind. Die Lésungen hangen stetig und differenzier- 
bar von den Parametern ab. Nehmen wir die eben fir x, 2 aus- 
gesprochenen Bedingungen langs ganz (8) als erfillt an, so sind wir 
damit in der Lage, durch (8) einen Anfangsintegralstreifen zu legen. 
Er sei ‘ 

Xe = Px (T° + + T-4) 
(12) Z= (T+ + + Tr) 

Pu = Yu (T° * + Tr) 

Hier sind die y,, p, yp, in:-T samt ihren ersten Ableitungen stetig 
und der Rang von (9) ist » — 1. . 

Ein Element eines solchen Anfangsstreifens ist durch 2” +1 
Anfangswerte x, 2, © charakterisiert. Wir legen durch dasselbe — 
einen charakteristischen Streifen, indem wir diejenige Lésung der charak- 
teristischen Differentialgleichungen bestimmen, welche fiir ¢=—0 in 


ge a : rs 
1 Dies ist z. B. wegen els + 0 stets dann der Fall, wenn die R,_, diese ist: 


OP, 


wy == konsti 1 255 @ilhy 0-5 4m) 
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%, 2, p itbergehen. Ein solcher charakteristischer Streifen ist ein 
Integralstreifen, weil sein zu t = 0 gehériges Anfangselement der partiellen 
Différentialgleichung f(x, 2, p©) =0 geniigt, Tragt man nadmlich 
inf (x, z, p) die 2 m + 1 den Streifen bestimmenden Funktionen x = x (¢), 
z= 2(t), p = p(t) ein und differenziert nach ¢, so kommt 


Dita, fe apy iu e: _ BS afl D ty, apr . 
= = Difz, 12, +s Stale a > loy(te, + fe Px) = 90. 


Daher andert sich f(x, z, p) mit ¢ nicht. Da aber fiir ¢=0 das ver- 
schwindende /[(%9, 29, fo) herauskommt, so ist j(x, z, ) = 0 fiir alle 7, 
d.h. die in der angegebenen Weise bestimmten charakteristischen 
Streifen sind lauter Integralstreifen. 

Nach den Existenz- und Stetigkeitssaétzen tiber gewdhnliche Diffe- 
rentialgleichungen hangen die charakteristischen Streifen fiir einen ge- 
wissen Bereich der Parameter (r, 4) stetig und stetig differenzierbar von 
den Parametern ab: 


X= Px (T, 2) 
(13) 4 Z== 9 (T,?) (B= noth) 
Pr = Ye (T, 2) 


2. Aufbau von Integralflachen. Die den charakteristischen Streifen 
angehorigen Elemente (x, z, ) sind somit lauter Integralelemente. 
Erfiillen sie aber auch eine Integralflache ? Um hier etwas beweisen zu 
k6nnen, miissen wir erst den Begriff der Integralflache genau feststellen. 
Wir definieren: Unter einer Integralflache verstehen wir einen -dimen- 
sionalen Integralstreifen. Wir wollen nun zeigen, daB die Gleichungen 
(13) eine Integralflache darstellen. 

Fiir jede einparametrige Schar aus (13) ist die Streifenbedingung er- 
fiillt. Fiir die Schar, die durch Konstanthalten aller t charakterisiert 
ist, sahen wir das eben schon. Fur die Schar, welche durch Konstant- 
halten von irgend » —1 anderen der m Parameter t, ¢ erhalten wird, 
ist es noch zu zeigen. Wir haben also zu os a daB z. B. 


(14) Se =) pis ss 
gilt. Fir ¢ = 0 ist das ee Um es allgemein zu bestatigen, setze man 
(15) 32 Sesh 


und differenziere (15) nach ¢ und beachte die charakteristischen Diffe- 
rentialgleichungen. Man bekommt so: 


a 0p; 0%; 
einige Ot OT, =P Pier 


= Fie + Mag Hh Bhi — DP oe 
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oder 


O*X, poe 
= Sty get Dla S + hepa use. 


SRE 


Die drei ersten Glieder der rechten Seite aber ergeben Null, da ihr Ver- 
schwinden ja nur die schon bekannte Tatsache zum Ausdruck bringt, 
daB ein charakteristischer Streifen, der ein Integralelement enthalt, 


ein Integralstreifen ist. Da aber wu =0 fiir ¢ =O gilt, so folgt aus 


—— uot , daB u = 0 fiir alle ¢. Damit ist noch immer nicht er- 


kannt, daB die gefundene u-parametrige Schar von Integralelementen 


(13) eine Integralflache ausmacht. Hierzu ist vielmehr noch zu zeigen, 
daB 


CP OS, cigane ee 
ot OT, Ocnen 
OM, 9%2 ., Os 
ot OT, Oita 
‘ +0 
IPn O%n ee. OPn_ 
AY a at. 


ist. Wegen (7) folgt dies aber unmittelbar aus (10/11) langs ¢ = 0 und 
ist daher aus Stetigkeitsgriinden auch in einer gewissen Umgebung 
von ¢ = 0 richtig. Man kann somit aus den » ersten Gleichungen(13) 
Ty, +-++,Tnoy, ¢ eindeutig ausrechnen und in z = g(r, ¢) eintragen und be- 
kommt so die Darstellung der Flache durch eine eindeutige Funktion 


BZ (Hs ile Fy 
3. Unitat. Der Nachweis, da8 die gefundene Integralflache die 
einzige zweimal stetig differenzierbare durch die gegebene R,_, ist, 
ergibt sich daraus, daB zwei Integralflachen, welche ein Flachenelement 
gemein haben, auch den ganzen durch dies Element bestimmten charak- 


teristischen Streifen gemein haben. 
Es sei 


(16) x, 2, pio G1 oe 
irgendein nicht singulares Element einer Integralflache 
(17) te eal C Ppmeaibnesy 35) ie 


Ich zeige, daB dann der durch (16) bestimmte charakteristische Streifen 
der Flache (17) angehért. Da fiir diese (2) gilt, so gelten auch die daraus 
durch Differentiation noch %,..., %, sich ergebenden Gleichungen (18) 
langs der Integralflache: 


- (18) hate tat Sip gh m0 (&=1,2,..an). 
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Nun betrachte man auf der Integralflache diejenige Kurve durch 
den Punkt x{,; 2, fiir die 


(19) ats = fy (x; 2(x); D(x)) 


gilt. Langs dieser Kurve ist dann natiirlich durch Differentiation von 
(14) nach ¢ auch 


n 
dz 
(20) aes Dy Pale, 
i=1 
erfiillt. Beachtet man nun, daB z zweimal stetig differenzierbar ist, 
daB also 
Op; _ Ob, 
Ox, Ox; 


ist, so kann man statt (18) auch schreiben 


7, Op 
(18’) fey tte Pet Diteaq, =9 
+= 
oder wegen (19) 
d 

fa, + fe bu + Ft =0 
oder 

ad 
(21) “Pt = fa — ter Pe 
(19), (20), (21) aber besagen, daB der durch (21) bestimmte Teilstreifen 
der Integralflache gerade der durch (16) bestimmte charakteristische 
Streifen ist. Derselbe gehért also jeder zweimal stetig differenzier- 
baren Integralflache an, die das Element (16) enthalt. Und daher ist 
durch den Anfangsstreifen (12) eine solche Integralflache eindeutig be- 
stimmt. 


§ 11. Das vollstandige Integral im Falle von 
n unabhadngigen Veradnderlichen. 

1. Uberbestimmte Systeme. Wir haben uns vorab, bevor wir zu 
unserer eigentlichen Aufgabe iibergehen, mit einem iiberbestimmten 
Gleichungssystem 

Di ON Nas senshi ik) 
(1) a 
ay ae Pn (1; eee). Xn z) 


zu befassen. Hier sollen die y, samt ihren ersten und zweiten Ableitungen 
in einem gewissen Bereich B der x, z eindeutig und stetig sein. Die Inte- 
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grabilitatsbedingungen 
C6) 0 OV: a 
(1') ee ee GH ett oe (k == 25 7) 


Pi O*, 


mogen identisch in B erfullt sein. 

Jedem Punkt desselben wird durch (1) ein Flachenelement zu- 
geordnet. Daher ist zu erwarten, daB durch jeden Punkt (c,. .., ¢,;¢) 
von B genau eine Integralflache von (1) geht. Das 1aBt sich analog 
wie S. 276 ff. beweisen. Wir gehen folgendermaBen vor: 

Zunachst integrieren wir 

7) 
(2) Fa = Pal Oar Ons 2) 
unter der Anfangsbedingung 
2 0 eae A eC 


Das moge eine Funktion 


(3) Z= Wy (%q 5 Crees 63 Cy); C= Wy (Cr, + +r Ons C3 Cr) 
liefern. Sie ist samt ihren ersten und zweiten Ableitungen in einer ge- 
wissen Umgebung von (c,,...,¢,;c) stetig. So haben wir die Schnitt- 
kurve der Integralflache mit x, = c,,..., %, =, erhalten. Wir schnei- 
denpniuns weiter) belafestem 7, emist «45(—-c,) en CO Ca 
Meal, 
ces (Cae Caen CICA) 
herauskommt. Dazu integrieren wir 
Oz 
(4) Bay Paltar Ha, Cs2+- +s On; 2) 
durch eine Funktion 
iy. & ; 
(5’) Z = We(%1, Xp, Cg,.. ns ©} Cy, Cy), 
wo 
Mt 
(5”) Wi(Gs Cn) 20s Cg C Ct) == alta Og ween Cee Om Cpe Cale 


In dieser Weise setzen wir das Verfahren fort. Es erreicht seinen Ab- 
schluB durch die Integration von 


OP. 
(6) Ox, T= Pah Xn; 2) 
durch eine Funktion 
(7) B= Wa l%y, +01 %n; Co C1, Cy; ons, Cp) 


mit der Anfangsbedingung 
(8) Wn-1 (%, Xo» vee Xn—-1> Cn; ©; Cy, os Say 
=O, (oii Mayen Xn) Cares Cenc te 


Dabei besitzt yp, stetige erste und zweite Ableitungen nach allen seinen 
Argumenten Nach (7) ist auch 


¢ = Wnl(Cy,. ° +3.On 5 &; X50. otal 
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so daB hier 
dy 
, n , a. . 
(8’) ag (Mares ¥ns ©} Cys+ +05 Cy) +0 
ist in einer gewissen Umgebung von %, = ¢,,..., % =Cn,Z=C, was 


fiir spater niitzlich zu bemerken ist. Nun hat man zu zeigen, daB die 
durch (7) erklarte Funktion das gesuchte Integral von (1) ist. Zunichst 
‘ist 


a 


AGRE AS ie SOR nT Cg oe a ne 
Seep aNO7 weitere 10 10y 9 oR.<, Gg) SHhir> = Py (Cy,+ +. Cn C3 Cy) =. 


‘Die vorgeschriebene Anfangsbedingung ist also erfiillt. Weiter ist 
sofort ersichtlich, daB (7) der letzten Gleichung (1) geniigt. Denn diese 
ist mit (6) identisch und aus dieser wurde (7) gewonnen. Um zu sehen, 
da8 (7) auch der vorletzten Gleichung (1) geniigt, beachten wir, daB 
presen. die’ Funktion (41, -.75 %aa15 Cn; €30,,-+-f€, 4) genlgt, mit 
der (7) fir x; =, nach (8) itbereinstimmt. Die Differenz 

OYn 
Die 


Bee Saale CA a Xn Wn) = ¥ 


ist also fiir x,, =c,, Null; man differenziere sie nach ~,,: 


du "Wp OPn-1 9 Pn-1  OWn 
Ore "s,07, 7 = Oe (1 OF) 6 Ox, 
a I Qn OPn : OYn 9 Pn-1 — 9Pn-1 04) n 
Ot. OZ Own Oza exe 
_ 99, , 9Pn OPn OGn-1 — 9Pn-1 
= Paes az Pn—a + Oz Lea OX, ~~ E Pn 
O Pn 


“u (wegen (1’)). 


Oz 


Da aber u = 0 das einzige Integral von 


Ou _ In 
Oy Oe 


ist, das fiir x, =.c, verschwindet, so ist u = 0 und also geniigt (7) auch 
der vorletzten Gleichung (1). Analog fiihrt man auch den Nachweis, daB 
(7) allen Gleichungen (1) gentigt. Es gibt also im der Tat ein einziges 


. Integral (7) von (1), das fiir %,=Cy,..., %_ = Cy, den Wert z =c hat. 
Wn (%1> Xa, - ++) Xn AjAysAgs..-An) ist daber samt seinen ersten und 
zweiten Ableitungen nach %1,...,%n; 4; Ay,..-,4_ Stetig in einer ge- 

wissen Umgebung des Anfangspunktes (c,,..-;€n; 63 Cy, ++ +5 Cn): 


2: Konstruktion eines vollstandigen Integrals. Wir wenden uns einer 
zweiten Vorbereitung zur Konstruktion eines vollstandigen Integrales 
zu: Jedes Integral - 


"(9) I Sune 3 Wes eo Pav td Pal a, 
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ist nach S. 284 ein Integral der linearen partiellen Differentialgleichung 


n 


df Of dfy OF N 
(10) fig Ge 3B, dX y iD x 


L=1 


WoO 
du Ou Ou 
dx, On, ay es Oz 


gesetzt ist. Wir nennen [f,/;,] wieder einen Klammerausdruck und 
sagen f und /, lagen in Involution, wenn [f, /,] = 0 ist. 
Ich nehme nun an, man hatte m paarweise in Involution liegende 
Integrale 
(11) {=0, fp = G++) fn-1 = M=1 
der charakteristischen Gleichungen, wo also, wenn /, =f gesetzt wird, 
isigl = 0 ast fur 7) hy i ee 


Ich nehme weiter an, daB fiir einen gewissen Bereich B von Ele- 
menten (x, 2, p) 


CGE HigeBesce EE 
a2) nee se’ 
sei und daB 
(13) f (x! 0, pl) = 0 
sei. Endlich seien in B die f, /;, .. ., f, _1 mit ihren Ableitungen der beiden 


ersten Ordnungen stetig. Dann kann man in einer gewissen Umgebung 
U des Elementes (x, 2, ») die Gleichungen (11) eindeutig nach 
p1,-.+, py aufldsen und erhalt 


(14) Deiat Os (14 pacts Wns 25 yy: cen Ou 1) (ts=-1, 2)*2on he 
wo die g; samt ihren Ableitungen der beiden ersten Ordnungen in 
einem. gewissen Bereich G der) Verdnderlichen «2, 0%. , %,,3 23%; 


dy —1 Stetige Funktionen sind. Fiir diese Gleichungen (14) sind nun die 
Integrabilitatsbedingungen 


(15) CE Sa dP 


dt, ax, A(t, R= 1, 2 
erfillt. Tragt man namlich (14) in (11) ein, so entstehen Identitaten in 
X14, X%, |. +, %, 1%. Differentiation ergibt: 

df of 2 
i i apy 
SF pac ss 1y2,.23) % 
dx, | <1 Op, dx, (u ) 
Also wird 


eit FY Beal ati aiaze) 


pal at des 
(eS OLAS 1) 
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Durch zweimalige Anwendung von (12) folgt hieraus (15). Man kann so- 
mit die erste Vorbemerkung auf (14) anwenden. Es gibt also genau ein 
Integral 


(16) ew Ae ey eee xe 


Ritts pate’ @,.) 
von (14), das an einer gegebenen Stelle x, ..., x den willkiirlich 
vorgeschriebenen Wert z = a, annimmt. V ist samt seinen Ableitungen 
der beiden ersten Ordnungen eine stetige Funktion von x,,..., %,} 
a,,...,@, in einem gewissen Bereich dieser Variablen und Parameter. 
Wir nennen (16) ein vollstandiges Integral von 
. aa 0, 

weil 

Bie V (Keita Wl, ) iky ln anh) 
Pie Nias ata vt gees G2) 


eine Parameterdarstellung von f =0 ist und als solche in einem ge- 
wissen Bereich der (x, z, #) bei passender Wahl der Parameter a,,..., 
a, alle Elemente von f =0 darstellt, wofern man /(%,2z,~) = ?, 
—F (x; 2; pg, ..., Pn) annimmt. Man kann namlich die Gleichungen (17) 
nach den a,, a a, eindeutig auflédsen und so die partielle Differential- 
gleichung / = 0 in der Form 

Py = F (1 Xq, 0+) X qi 25 Por ++ +s Py) 
wieder gewinnen. Dann beweist man die eben ausgesprochene Behaup- 
tung wie folgt: Es folgt aus (8’)! von S. 301 und (10) von S. 022 Zu- 
nachst folgt namlich aus (8’), daB der Rang der Matrix 


(17) (k = 1,2,...,) 


OV OV 

Oa, BGs Oa, 

OVea, a 2. OV 

(18) oe fi 
Ve, Vn, 

Oa, Koa Ody 


nN ist. Anderenfalls gabe es zu jeder*Stelle m nicht samtlich verschwin- 
dende Zahlen d,,...,4, derart, daB 


aes Vv 
Dy ; 04a; a 
‘4 


(19) 


o 


Wegen (8’) ist hier insbesondere mindestens eine der Zahlen dy, . . ., 


1 Dort ist c durch a, zu ersetzen. 
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An-; von Null verschieden. Weiter aber sind die (11) identisch erfullt, 
wenn man die (17) eintragt. Daher ist came 


ia OVe, k=0,1,...,n—l 
aed KP: Ga, Eka A= lee eet 


WO €., — 0; wenn A +h, &,, =1, wennds =: 
Man wahle nun k so, daB 


(20) | aa we 


A, +9 
ist. Fiir dies k multipliziere man die Gleichungen (20) der Reihe nach 
mit A,,...,4, und addiere sie. Dann entsteht wegen (19) links Null, 
aber rechts A, == 0. 

Man zeigt nun weiter auf Grund von (10) S. 302, daB gerade 


OV av 
Oa, an 
OV a. OV a. 
(21) Oa, Oan = 0 
aVe, Ve, 
Oa, Ody 
ist. Denn ware z. B. 
OVay OVay 
Oa, O4n 
; 10; 
dV, Ve, 
Oa, a Oan 
so kénnte man die Gleichungen 
(22) Dy, = Vigliiy os «7, Kathie. os Gs) 
nach den 4,,...,@, auilosen und in z = V (%,,.. >; %_} @1, 5. «, 4,)reme 


tragen. So hatte man f = 0 in der Form z — V = 0 zuriickgewonnen. 
: V 
Wegen fp, == 0 aber ist ™ =+ 0. Man bekommt aber 


esos OV Oa, 
he da; OP, 


fee 
und aus (22) - 

— OV ax, Oa; ¢ ; ‘ 
2D) Ga, 5p, ~ Me. Vee 
t=1 

wo €, = 1 fir k =1,¢, =0 fiir k >1. 
Daher wird — 
OV e. Gh UL ae oteiy Vas d(Vay,,.--, Van) 
OP, a (aye td, Sea eens Vie 


womit (21) bewiesen ist. 
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AbschlieBend werde noch zur Begriffsbestimmung des vollstandigen 
Integrales folgendes bemerkt: Wir nennen weiterhin eine Funktion 


SLAC Ss Ee ee RC 


ein vollstandiges Integral fiir einen gewissen Elementebereich, wenn 
sie in demselben, fiir a-Werte aus einem gewissen Bereich, der partiellen 
Differentialgleichung 


Py — F(X; 2, be,.-+, Pp) = 0 
genugt, und wenn dazu der Rang von (18) in diesem Bereich n ist. 
3 : é V 
Mit a, werde stets ein Parameter bezeichnet, fiir den 4 =+ 0 ist. 


Dann lehren die vorstehenden Betrachtungen, daB es vollstandige Inte- 
grale fir die Umgebung jedes regularen Elementes gibt. Wir haben im 
vorstehenden absichtlich die Theorie etwas anders dargestellt, als auf 
S.279 ff. Es mag eine niitzliche Ubung fiir den Leser sein, die damaligen 
Betrachtungen auf den jetzigen Fall und die jetzigen Betrachtungen 
auf den damaligen Fall zu tbertragen. 


3. Integration der Differentialgleichungen der Charakteristiken. Wir 
machen nun Anwendungen auf die Integrationstheorie zunidchst der 
partiellen Differentialgleichung / = 0. Wenn ein Anfangsstreifen der- 
selben gegeben ist, durch den eine Lésung eindeutig bestimmt ist, 
so ist durch jedes Element derselben auch eine Flache des vollstandigen 
Integrales bestimmt, die die gesuchte Integralflache langs des charak- 
teristischen Streifens beriihrt, der durch jenes Anfangselement festgelegt 
ist. Macht man dies fiir alle Elemente des Anfangsstreifens, so erscheint 
die Integralflache als Enveloppe einer Teilschar des vollstandigen Inte- 
grales. Um diese Enveloppe zu bestimmen, legen wir noch dar, wie man 
vermittelst des vollstandigen Integrales den durch ein Anfangselement 
bestimmten charakteristischen Streifen darstellen kann. Das belegt 
dann wieder zugleich den Nutzen, den die Theorie der partiellen Diffe- 
rentialgleichungen fiir die Integration der Systeme gewohnlicher Diffe- 
rentialgleichungen bietet. 

Aus (17) haben wir namlich die partielle Differentialgleichung in 
der Form 


Peel (Gea Masts Payee ss Pa) 


darstellen kénnen, indem wir die erste und die » — J letzten dieser Glei- 

chungen nach den a,,..., 4, auflésten und das Ergebnis in die zweite 

Gleichung eintrugen. Diese Form der Differentialgleichung benutzen 

wir jetzt zur Aufstellung und Integration der Differentialgleichungen 
» der charakteristischen Streifen. Die erste derselben wird jetzt 


BIEBERBACH, Differentialgleichungen. 3. Aufl. 20 
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so daB wir weiterhin ¢ = x, nehmen wollen. Dann wird fir k = 2, 
Baalh 5. bin 


dx, bee NS ae = OVx, 9% 
A=1 


Weiter hat man zu beachten, daB die partielle Differentialgleichung 
identisch erfillt ist, wenn man darin (17) eintragt. Das gibt die fur 
a,,.-.,@, geltende Identitat 


Van,(%; @) — Va, {x3 a[z(x, 2); p(x, a)]} = 0. 


Also sind auch fiir alle x und a die Gleichungen erfiillt, die sich hieraus 
durch Differentiation nach den a ergeben. Das liefert 


iS Oa; da, 


_ an OV & OV Aaa AVay das oY) 


Oz 4 OB: 0a; eo ‘ asia ape Oa; 
(=O 152; one 1 1) 


Dies gilt also namentlich auch langs eines jeden charakteristischen 
Streifens. Beachtet man (23), so gilt also langs eines jeden charak- 
teristischen Streifens — fiir ihn haben ja die a unveranderliche Werte — 


__ OVay “s OVaz, Oa OV . 


(24) 0= Ae 


Lie ON LTE Is oe ER CE 
eel k=2 


(fc), DW in it Ya. 


FaBt man dies als ein homogenes lineares Gleichungssystem fiir 


dX, sOeeay %y 
auf, so ist seine Determinante Null. Es ist also stets eine der Gleichungen 
, Ropers : : ax 
eine Folge der tibrigen, so daB man sich zur Bestimmung der oP auf 
2 


nm — 1 passende aus diesen Gleichungen linear kombinierte beschranken 
darf. Wegen (8’) ist 
OV 
Oa, 


von Null verschieden. 
Um nun # — 1 Gleichungen aus den (24) herzustellen, welche die zu 
j =n gehorige zur Folge haben, miissen wir nur solche m — 1 lineare 


Kombinationen derselben bilden, in welchen die “a mit von Null 
BB 


verschiedener Determinante eingehen. Nun kann man aber jedenfalls 
n —1 Zahlen 6; so bestimmen, daB fiir das Anfangselement des cha- 
rakteristischen Streifens die » —1 Gleichungen 


OV OV : 
(25) Dan ee (j =1,2,...,%—1) 


erfullt sind. Dementsprechend multipliziere man die Gleichung 7 = ” 
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von (24) mit 0; und fiige sie zur j-ten Gleichung hinzu. So erhalt man 
die folgenden » — 1 Gleichungen 


ae ba! dx, /dV;, OV, 
nat ticaat hae lag tliat) 
ces 
Pea a), 
Hier ist aber die Determinante 
R= DS sene, % 
+0 ( 
OL Opa 


| Vz, |. OVe, 
Oa; J Oa, 
; OV 
Dies lehrt wegen aa + 0 und wegen (25) ein Blick auf (21). Die 0, 
werden dabei langs des Streifens unverandert fest gehalten. Zur Be- 
stimmung der x-Koordinaten der charakteristischen Streifen reichen 
also die (26) véllig aus. Diese aber kann man sofort integrieren. Ihnen 
geniigt namlich die durch die Gleichungen (25) bestimmte Kurve, 
welche zum gleichen Anfangselement wie der betrachtete charakteri- 
stische Streifen gehért. Zunachst kann man ndmlich in der Umgebung 
dieses Anfangselementes die (25) eindeutig nach x,,..., %, auflésen, 
denn die Funktionaldeterminante hinsichtlich %,,...,%, ist gerade 
(27). Des weiteren lehrt Differentiation nach x,, daB fiir die durch 
(25) bestimmte Kurve gerade (26) gilt. Damit ist nun folgendes Ergeb- 
nis gewonnen: 
Zu jedem charakteristischen Streifen gehiren 2 —1 Zahlen 


Ay y+, an; bey eeu. 


derart, daB sich mit Hilfe eines vollstandigen Integrales der charakteri- 
‘ stische Streifen in der Umgebung jedes Elementes so darstellen lapt: 


(26) 0= 


(27) 


ZEW LISS ease eal ytaty a) 
b= ees Xn ae +d; 
OV 

0=5- abe? ea," 


POA =H 192.04 8,9 = 1, 2).., 0 — Fist. 
Die Theorie des vollstandigen Integrales hat uns gelehrt, daB man 
durch die Kenntnis von 1 — 1 Integralen 


{p= oe ie ae hoe OTe 
die mit / =0 und untereinander in Involution liegen, die Integration 
der 2” + 1 Differentialgleichungen der charakteristischen Streifen gu 
die von ” gewohnlichen Differentialgleichungen 
(14) spiel Ce es EET ee OB 
die sich durch Auflésung der 

SE ee age =e Le a). «ft 1 


nach den 4, ergeben, zuriickfiihren kann. 
20* 
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Von besonderer Wichtigkeit ist der Spezialfall, daB in f die un- 
bekannte Funktion z explizite nicht vorkommt, sondern daB sie nur 
durch ihre Ableitungen in f/ eingeht!. In diesem Falle kann man die 
Differentialgleichungen der charakteristischen Streifen in zwei Gruppen 
zerlegen: 


(15) ti for Pte, (k= 1,2,...,n) 


und 


at B 


Die ersten 2 ” Differentialgleichungen enthalten z nicht, kénnen also 
fiir sich betrachtet werden. Wir nennen sie die kanonischen Diffe- 
rentialgleichungen. Auf sie bezieht sich die HAmILTON-JAcoBIsche 
Theorie. Ein Hauptergebnis derselben entnehmen wir dem vorhin be- 
wiesenen als Spezialfall. Vermittelst eines vollstandigen Integrales 


OV 
Aree WAGE bom a peeks: +++ On) Gg FO 


von / =0 lassen sich die Lésungen der kanonischen Differential- 
gleichungen (15) in der folgenden Weise darstellen 


OV OV 
FR Com (R= 15252) 


Ba So acces Mn Gi ne-pa,) (ASG 2s 

‘4, Neue Methode zur Konstruktion eines vollstandigen Integrals. 
Unsere bisherigen Betrachtungen lassen noch die Frage offen, welchen 
Vorteil man aus der Kenntnis eimigey mit f und untereinander in In- 
volution liegenden Integrale ziehen kann. Sie enthalten namlich die 
Antwort.auf diese Frage nur fiir den Fall, daB man m solche in In- 
volution liegende Integrale kennt. Friiheren Erwagungen kann man 
ja die Antwort auf diese Frage entnehmen fiir den Fall, daB man n 


solche in Involution liegende Integrale kennt, und unter der Annahme, 
daB man die Gleichungen 


f=0, fp =a, «00s fyiy = Gn—1 


1_ Es ist keine Beschrankung der Allgemeinheit, nur diesen Fall zu betrachten. 


Denn ist f(¥1,...,%n; 25 Py,--+, Pa) = 0 eine partielle Differentialgleichung fir 
die Funktion z= m(4%,,...,%,), so geniigt eine Funktion vu = © (at, Severe eee) 
der »+ 1 Variablen 7,,...%,,2 einer partiellen Differentialgleichung, in der u 

nicht explizite auftritt: wofern ®(*,,..., %,, p) =0 ist: 

Ou Ou’ 

Lee cee 

Min high erie Vinge Sara =. 
f 1 2 n Ou Ou 0 
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(unter f; die Integrale verstanden) nach den #; auflésen kann. Dann 
kann man nach S. 307 durch eine Quadratur ein vollstandiges Inte- 
gral bestimmen. Wir wollen aber nun die Frage allgemein aufrollen. 
Wir wollen die Methode angeben, auf die die Untersuchungen von Liz 
gefitihrt haben. Sie fiihrt zu einer sehr eleganten Antwort auf die Frage, 
welchen Vorteil man aus der Kenntnis einiger in Involution liegenden 
Integrale fiir die Integration ziehen kann. Wir beschranken uns dabei 
auf den Fall, daB die unbekannte Funktion z in den Gleichungen nicht 
explizite vorkommt?; weil sich nur dann ein einfaches abgerundetes 
Resultat ergibt. — 
Gegeben seien die in Involution liegenden Integrale 


(16) f=0, f,i=a,.-., f. = 4,- 


Zunachst kann man nun einen ersten Schritt machen, der genau dem 
entspricht, den wir in dem Falle machten, da8 » in Involution liegende 
Integrale gegeben waren. Wir suchen die & +1 Gleichungen nach 
k + 1 der Ableitungen aufzulésen. Zu dem Zweck miissen wir noch an- 
nehmen, da8B die /; mit den Ableitungen der beiden ersten Ordnungen 
in einem gewissen Gebiet der x, z, p stetig und eindeutig sind, sowie 
daB die Matrix 


Wa. of 
Oia nor, 
One One 
ap,” perJeA be 


den Rang k +1 besitzt. Es ist dann keine Beschrankung der All- 
gemeinheit, wenn wir annehmen, da8 man die Gleichungen (16) nach 
den ,,..., Px ,, auflédsen kann. Diese Auflésung mége ergeben 


Pi — 1 (%, Pisve---Pn) =9 


(17) Pa PSs Pees Py) = 9 


pee, — Ppii(%, Proe-+-Pn) =O. 


In dem Falle, daB +1 Integrale bekannt sind, kann man wie 
S. 302 ein gemeinsames Integral aller bestimmen, und dies erweist sich 
als das vollstandige Integral. Es ist eben dann allen diesen Gleichungen 
bei festen a,,..., @, nur ein einziges Integral gemeinsam. Im Falle, wo 
n Integrale Waa waren, war ihnen eine einparametrige Schar von 
Integralen gemeinsam. Diese Erfahrungen legen es nahe, nun nach 
einer » — k-parametrigen, den Gleichungen (17) gemeinsamen Schar 
von Integralen zu fragen. Nun aber wissen wir von S. 302, daB jedes 
den Gleichungen (17) gemeinsame Integral auch den Gleichungen 


‘1 Vgl. die FuBnote 1 auf .S. 308. 
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(b; — 9:1 — 1) =9 geniigt?.. _Im Bestreben, diese Klammeraus- 
driicke zu bilden, werden wir gewahr, daB sie identisch verschwinden, 
daB also auch die Funktionen p; — y; paarweise in Involution liegen. 

Dies wollen wir nun zundchst beweisen. Es gilt der Satz: 

Wenn die u Funktionen F,,..., F, stetige erste Ableitungen haben 
und in Involution liegen, wenn sie hinsichtlich der ~,,..., 6, in einem 
gewissen Bereich eine nicht verschwindende Funktionaldeterminante be- 
sitzen, und wenn sich durch Auflésung der Gleichungen 


(18) B= Gyo. yO eal Dye Pe 
Pr = P1(%) Pusi- ++ Pn) 

(1o)ee ie oe Soe eee eee 
(Des PulX, Pu+1+++Pn) 

ergibt, so liegen auch die p,; — q, in Involution. 


Traigt man die Lésungen (19) in die Gleichungen (18) ein, so ent- 
stehen gewisse Identitaten, durch deren Differentiation sich ergibt 


OF, i aF, O9, (A == 192 tea at) 
Oxy i OP, Ox; (2 == 1925 , B) 
OF; OF; 09, = 
ap, op, Orgies, Seb teedy om 
: ee ro; Ti ig peu 
Da aber weiter Peers (yo, — p,) und ory (gy, — ,) ist fir 
vy =1,..., “, so kann man diese Gleichungen auch so schreiben: 


ke 
OB 1 OF; 0(b, — 9,) 
0x4 o—— Op, Ox, : 


ra 
OF, __ \V OF; O(h, — Oy) 


Ope OP, 1 10D: 


Diese gelten nun beide fiir A =1,2,...,. Denn man sieht leicht, 
daB die nur fiirA =yw-+1,..., abgeleitete zweite auch fiir die klei- 
neren A mit Selbstverstandlichkeit gilt. Daraus ergibt sich nun sofort 


le 


le 
Ds OF, OF 

Jide Jo = pe eae oes as, 

( J x) | Ob, Obs (Po Po» p. Po) « 


o=lo= 


1 Man schreibt runde Klammern, statt der eckigen im Kiammerausdruck, 
wenn die unbekannte Funktion nicht explizite vorkommt. Es wird also definiert 


ya DS(on Oh Oh Bh 
(hy fy) pono ape ee) 


wenn 2 nicht explizite in den f, steht. 
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Schreibt man diese Gleichungen fiir i = 1,2,..., auf und beachtet 
d(F,...Fy) 


das Nichtverschwinden der Funktionaldeterminante dp Py)? 
fees 


sO er- 
gibt sich daraus 


aF 7 
3p, Pe— Per bPe— Po) =0 (9 =1,2,...,h). 
o=1 
Diese schreibe man wieder fiir k =1,2,..., auf und schlieBe dann 


aus dem Nichtverschwinden der genannten Determinante, daB 


(Pe — Po Po — Yo) =9 (9,0=1,2,..., 4). 
Die linken Seiten der Gleichungen (17) also, die wir oben durch Auf- 
lésung des Involutionssystemes (16) erhalten haben, liegen selbst in In- 
volution. Unser Ziel ist es, ein von » — k Parametern abhangiges ge- 
meinsames Integral dieser Gleichungen zu finden. Es liegt nahe, den 
Gleichungen ein Integral abzugewinnen, das fiit %,= +), ..., X44 
= xf}, in 
Z= Ay41 T Wpe% erat ° 1+ Tan hy 
ubergeht. Dabei sind a,,,,..., a, die gewiinschten Parameter. Wir 
werden das ein vollstandiges Integral des Involutionssystems nennen. 
Es liegt nahe, mit der sogenannten Mayerschen Transformation 


My =H Vy, y= IP MV +s Meer = Mt Vee 
in die Gleichungen hineinzugehen. Dabei gehen die Gleichungen (17) 
in die folgenden tiber 


0 
ay Ta Pat 29 + V p41 Pear Py (Vis Ves +%0s Vegi Xega+++%n)s 
Oz 
Gy Ga = Oe 
Oz 
Onna = V1 Presi = Pear: 
Setzen wir 9; = (¢ =1,2,...,%+1), so kann man sie auch 
é 
schreiben 
Qe eV Vase Vela Aes, © <3 a)» 
(20) q2 = Pp, 


Te+1 = D,44 
Wenn es nun tatsichlich ein der angegebenen Anfangshedingung ge- 
niigendes Integral gibt, so mu8 dies schon durch die erste Gleichung 
bestimmt sein. Denn die Anfangsbedingung lautet jetzt 
(20) z= Gyy 1+ GepeXnsa te + Fn %q ftir y, = 0, dh. fiir x, = x. 
Wir werden dies Integral der ersten Gleichung bestimmen und nach- 
weisen, daB es von selbst auch den anderen Gleichungen geniigt. 
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Zur Gewinnung dieses Integrals der ersten Gleichung legt man 
nach S. 296 durch die Anfangsmannigfaltigkeit (20’) einen Anfangs- 
integralstreifen. Nach S. 296 geht das bei unserer Wahl der Anfangs- 
mannigfaltigkeit immer. So gehéren nun zu dem Anfangspunkt %z49 
= buses. ++) %n = 0, Anfangs-p-Werte pyro = Gere, ---> Pn = 4n- Der 
Anfangs-z-Wert ist dann 444; + Gp420n42 +°°* + 4,0,. Durch diese 
Anfangswerte fiir y, =0 ist eine Lésung der zur ersten partiellen 
Differentialgleichung gehérigen charakteristischen Gleichungen 


dip, 00; ) dpe t 08; ee 
(21) iy, Maa ee Oe ee) 
= a® + a@ 
dz 1 1 
7 =4,— >) be = 6, — >" 4, 
eee bre Pe ite Pe 


bestimmt!?. Diese sei 


22 = 4 RNa ee s ee Ue nO n, 
(22) %— = %—(¥15 V0 Vet+1> MHe41°+ 4a» e+ ) (6 =h Loe 
(23) 2 = 2 (Vy, Vor. - es Vera Mesa ++4ns Onge-+ + On) 
(24) bo = Po(VriVe30 89 VEG Byrys-++ An byte ety) 


Dann ist durch (22), (23) unmittelbar eine Parameterdarstellung der 
durch unsere Anfangsbedingung festgelegten Integralflache gegeben. 
Vi- ++ Ver» One, --- 6b, sind die Parameter. Will man z als Funktion 
VON ¥,.: + Ves) Yeve +. » %, darstellen, so hat man aus (22) die 0,4... .0, 
durch die x,,,...%, auszudriicken. Das geht, weil fiir y, =0 die 
(22) in x, =, tibergehen. Daher ist fiir gentigend kleine |, | die 
Funktionaldeterminante der x, nach den 0; von Null verschieden. Nun 
ist es leicht, zu verifizieren, daB dieses Integral auch den tibrigen par- 
tiellen Differentialgleichungen geniigt. 


Man setze 
n= 5 (6=1,2,...,8-- 13 
Gi = Ps (*=k+2...m). 


Dann folgt aus 
(7, — 2,9; — ®;) = 0,* 


wenn man die 6 durch die x, y ausdriickt, daB 


n ° 
0®, 00, aT (a O®@; 0g, aa 


DIT %9 OPo Pe Axe 


=k+2 
1 Die yp... Vey, Werden in den (21) nicht beriicksichtigt, da Ableitungen von 
z nach diesen in der ersten Gleichung (20) nicht vorkommen. Die Ableitungen 
langs der Charakteristiken bezeichnen wir durch d, die partielle Ableitung nach 
y, durch @Q. 
* Bei Anderung der Variablen 7,...%, in 1... ¥p41%g49,--+>%, bleibt die 
Involutionsbeziehung erhalten. 
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ist. Langs der Charakteristiken aber folgt daraus 
n 
O®,; es 0D, 0; dpo ‘0D; dxo 
OV, OV: chet (ar ayy OX mele 


=k+2 


Also wird Iangs der Charakteristiken 


o®@ dQ; 
25 eed PF 
( ) OY; ay, 


Es ist aber, da die 6 durch die x, y ausgedriickt sind, 
ip ae 
Ee 

Daher ist nach (25) 


8 (02) _ ae, 
By, \aag ae dy, ; 
Also wird durch Integration nach y, langs der Charakteristiken: 


Oz 


SHO, +C. 


Da aber fiir y, =0 die Integrationskonstante Null ist,.so ist sie iber- 


haupt Null und wir haben 
Cie =. 
OV Tae A) 
wie wir beweisen wollten. 

Das gefundene Integral ist ein vollstandiges Integral der ‘ersten 
partiellen Differentialgleichungen (20) in einer gewissen Umgebung der 
Anfangsmannigfaltigkeit. Denn fiir y, =0. hat die Funktionaldeter- 
minante der z, p, (9 =k + 2,..., n) hinsichtlich der a, den Wert Eins. 


Somit kann man die Gleichungen 


4 == V (91, Vos 2's Views ¥epar > o> Yn) 
OV 
(26) Pass a Ova ’ 
OV 
Pn = axp 


nach den a, auflésen. Von oben wissen wir bereits, daB auch die Glei- 
chungen 


; av 
Pr+i a OFpan 


nach a,... a, auflésbar sind. Denn diese waren ja aus den Gleichungen 
f= 0,f,=%..- fe = 4 durch Auflésung nach den 9, . . .py4; ent- 
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standen. Diese Werte der a,... a, kann man in (22) eintragen. Damit 
hat man das Ergebnis, daB man die Gleichungen 
e=aaV (Vay geri SV Re ae cereal 
OV 
Glen 
OV 


nach den a,...4, auflésen kann. Damit aber erweist sich 


Z= Vy (4. - + %q) = V (15 Vas +++ Veta Meter +++» Xn) 
nicht nur als Integral der urspriinglichen partiellen Differentialgleichung 
f = 0, sondern sogar als vollstandiges Integral derselben. Somit ist 
bewiesen, daB die Kenntnis von k +1 im Involution liegenden Inte- 
gralen von f =0, also die Kenntnis der Integrale f= 0,f,; =a... 
Te = 4, es erlaubt, die Integration von f =0 auf die Integration einer 


einzigen partiellen Differentialgleichung a = @D, mt n—k unab- 
1 


hangigen Variablen zuriickzufihren. Gleichzeitig aber lehrt unsere Be- 
trachtung, daB die Kenntnis von k +1 in Involution liegenden Inte- 
gralen der charakteristischen Gleichungen (7) S. 295, naémlich der Integrale 
f= a,f,=a,... fy =a, es erlaubt, dies System auf ein nur noch 
2n —k —1 Gleichungen umfassendes (21) zuriickzufihren, das wieder 


als System der charakteristischen Gleichungen einer partiellen Diffe- 


rentialgleichung se = @,. auftritt. 
1 


5. Bemerkung. Ein gleich abgerundetes Ergebnis la8t sich nicht 
erzielen, wenn in den Gleichungen (16) das z explizite vorkommt. Zwar 
kann man unsere Betrachtungen bis einschlieBlich der MAyERschen 
Transformation ohne weiteres auf diesen Fall iibertragen. Es ist aber 
nicht richtig, daB auch jetzt noch ein durch die Anfangsbedingung 
(20’) festgelegtes Integral der ersten Gleichung (20) auch den iibrigen 
geniigte. So liegen z. B. die beiden, Gleichungen 


Oz Oz 
By] eda, 
Oz Z 
ly Manor. 


in Involution. Setzt man namlich 


PS di Pas 
P2 = %2—%— Ps, 
so ist [¢1, G2] =0, sobald g,=0 und g, =O ist. Ferner ist z 


=e" (y, + %) dasjenige Integral der ersten Gleichung, das fiir y, =0 zu 
x, wird. Es geniigt aber nicht der zweiten. 


§ 11. Das vollstandige Integral im Falle von  unabhangigen Veranderlichen. 315 


Zunachst kénnte diese Tatsache paradox erscheinen. Man kénnte 
namlich glauben, daB man wieder ein Involutionssystem erhielte, wenn 
man in der S. 308 angegebenen Weise von den Differentialgleichungen 
(16) zu einem System iibergeht, in dem z explizite fehlt. Dies ist aber 
nicht der Fall. Es bleiben dann eben nur die Betrachtungen anwendbar, 
die weiter unten fiir den Fall eines Systems (16) skizziert sind, das kein 
Involutionssystem ist. So kommt es, da8B man in diesem allgemeinen 
Falle der Differentialgleichungen (16) mit explizite vorkommendem z 
einigermaBen befriedigende, d. h. in runden Existenzsatzen gipfelnde 
Aussagen nicht kennt. 


6. Zusatze. Ich schlieBe der Darstellung noch einige Zusdtze an. 
Zunachst enthalten unsere Betrachtungen eine Integrationstheorie der 
Systeme partieller Differentialgleichungen mit einer unbekannten Funk- 
tion. Man kann namlich die Untersuchung eines beliebigen solchen Sy- 
stems von partiellen Differentialgleichungen stets auf die Integration 
eines Involutionssystems zuriickfitthren. Dies geht deshalb, weil doch 
fiir jedes gemeinsame Integral zweier Gleichungen auch der betreffende 
Klammerausdruck verschwinden muB. Mehr als » voneinander unab- 
hangiger solcher Gleichungen kénnen aber fiir ein Integral nicht be- 
stehen. Denn aus m solchen voneinander unabhangigen Gleichungen 
kann man durch Auflésung schon die Ableitungen # eindeutig finden. 
Entweder sind dann fiir diese die tibrigen Gleichungen von selbst er- 
fullt, und dann hat man ein Integral oder man kommt zu Widerspriichen, 
die sich auch schon darin auBern kénnen, daB die gefundenen # nicht 
die Ableitungen eines z sind. Dazu ist namlich nach S. 302 gerade not- 
wendig und hinreichend, daB8 die Klammerausdriicke der zur Auf- 
lésung benutzten Gleichungen verschwinden. So schlieBt man leicht, 
da8 man in dem Falle, wo tiberhaupt gemeinsame Lésungen da sind, 
nach endlich vielen Schritten auf ein Involutionssystem geftihrt wird. 
Und dies kann man nach den vorstehenden Betrachtungen behandeln. 
Wegen weiterer Einzelheiten mu8 auf Spezialwerke, wie z. B. GOURSAT: 
Vorlesungen iiber die Integration der partiellen Differentialgleichungen 
erster Ordnung verwiesen werden. 

Eine zweite Bemerkung: Unsere bisherigen Betrachtungen geben 
noch keinen AufschluB dariiber, welchen Vorteil man aus der Kenntnis 
einiger untereinander nicht in Involution liegenden Integrale fir die 
Integration ziehen kann. Dariiber liegen abschlieBende Untersuchungen 
von Lt& vor, die auch in dem erwahnten Werke von Goursat zur Dar- 
stellung gebracht sind. Sie gipfeln darin, daB der Vorteil, den man 
aus ihrer Kenntnis ziehen kann, bestimmt ist durch die Zahl der in In- 
volution liegenden Integrale, welche man aus den gegebenen zu bilden . 
vermag. Diese Andeutung mag hier gentigen. 

Ein aus & +1 Gleichungen von » unabhangigen Veranderlichen 
bestehendes Involutionssystem hat nach unseren Uberlegungen ein 
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von :—k Parametern abhangendes Integral gemeinsam. Es hat die 
Eigentiimlichkeit, daB man die Gleichungen (26) nach diesen » — k 
Parametern auflésen kann. Eliminiert man nun aus den k + 1 Glei- 
chungen des Involutionssystems die k ersten Ableitungen, so erhalt 
man eine partielle Differentialgleichung fiir z als Funktion der » — k 
letzten Ableitungen, in die x,...%, nur als Parameter eingehen. Das 
gefundene » — k-parametrige gemeinsame Integral geniigt auch dieser 
neuen Gleichung, und zwar ist es nach der Definition des vollstandigen 
Integrales ein vollstandiges Integral dieser neuen Gleichung. Die hin- 
sichtlich der %,,,...%, gebildeten charakteristischen Gleichungen der 
neuen partiellen Differentialgleichung kénnen daher mit Hilfe dieses 
vollstandigen Integrales in bekannter Weise integriert werden: 


OV OV 


Fastin ere arenas (0o=k+2,...,n) 
(27) Ga Vi Me tea A ene fee ao 
OV 
pam (¢ = kip 1 


Dabei sind 6, neue willktirliche Konstanten. Man gewinnt die Lo- 
sungen der charakteristischen Gleichungen als Funktionen von x; durch 
Auflosung’ dieser Gleichungen nach den’ 4.34,- 045 vase ee1a eee 
Nun aber wissen wir, daB uns mit diesem vollstandigen Integral der 
neuen partiellen Differentialgleichung zugleich ein vollstandiges Integral 
der urspriinglichen gegeben ist, wofern wir nur noch die k im Invo- 
lutionssystem steckenden Parameter a,...a, mit heranziehen. Die 
Lésungen der urspriinglichen charakteristischen Gleichungen gewinnt 
man dann durch Auflésung aus dem nachfolgenden Gleichungssystem: 


OV OV 
TOLER (0 =1,2,...,%, 0 +8) 
(28) z=V Copeere mee 
OV 
Pea Chee bb dy WO 


In diesen Gleichungen sind die Gleichungen (26) enthalten. 

Wir kénnen den Zusammenhang, der hiernach zwischen den charak- 
teristischen Gleichungen der neuen partiellen Differentialgleichung und 
den charakteristischen Gleichungen der alten besteht, noch deutlicher 
hervortreten lassen. Hat man namlich die neuen charakteristischen 
Gleichungen integriert, so kennt man hiernach die Auflésungen der 
Gleichungen (26). Man kennt also die Koordinaten x,,,...x, der 
Charakteristiken, allerdings noch nicht als Funktionen des Para- 
meters *,,, allein, sondern es gehen noch die k ersten Koordinaten 
als Parameter ein. Diese aber kann man dann als Funktionen des 
Parameters %,,, bestimmen, ohne noch einmal auf die Gleichungen ~ 
zuriickgehen zu miissen. Man kann vielmehr aus den Integralen der 
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neuen charakteristischen Gleichungen jedes Integral der neuen par- 
tiellen aufbauen. Namentlich also kann man dann auch ihr durch 
die Anfangsbedingung (20’) bestimmtes, vollstandiges Integral an- 
geben. Dies ist aber gerade das dem ganzen Involutionssystem ge- 
meinsame vollstandige Integral, das also auch der urspriinglichen 
partiellen Differentialgleichung geniigt. Und zwar ist es ein voll- 
standiges Integral derselben, wenn man noch die Parameter a,... a, 
beachtet, von denen es ja auch abhangt. Mit anderen Worten also 
kann man aus der Kenntnis irgendeines vollstandigen Integrales der 
neuen partiellen erst die Lésungen der neuen charakteristischen Diffe- 
rentialgleichungen, aus diesen alsdann ein vollstandiges Integral der 
alten partiellen, und daraus endlich die Lésungen der gegebenen charak- 
teristischen Gleichungen gewinnen. Damit ist also folgende Regel zu 
deren Integration gewonnen: Falls man k mit f und untereinander 
tn Involution liegende unabhangige Integrale kennt, so eliminiert man 
aus dem Involutionssystem k der Ableitungen der unbekannten Funktion. 
Fiir die so entstandene neue partielle Differentialgleichung bilde man das 
System der charakteristischen Gleichungen. Auf thre Integration ist da- 
mit bis auf Eliminationsprozesse die Integration des vorgelegten Systems 
zuriickgefihrt. 


§ 12. Kanonische Transformationen und 
Bertihrungstransformationen. 


1. Ubergang zu Differentialgleichungen, in denen z fehlt. Es ist 
zweckmaBig, auf die Sonderstellung der einen Raumkoordinate z und 
damit auf die Darstellung der Integralflachen durch eindeutige Funk- 


tionen 
[re AC Pere PA 


zu verzichten. 

Wir denken uns vielmehr die Flachen in beliebiger Lage zum Ko- 
ordinatensystem durch Gleichungen 
(1) WKN, fis % 72) = 0 ; 
dargestellt, lassen es dementsprechend dahingestellt, nach welcher 
Koordinate gerade im einzelnen Punkt die Auflésung méglich ist. Es 
ist also nur anzunehmen, daB in einem reguléren Punkt nicht samtliche 
ersten Ableitungen von u gleichzeitig verschwinden. Aus (1) ergibt sich 
durch Differentiation nach %, 


(2) tin, + thy Go = 0. 
Setzen wir fiir den Augenblick 

> Oz 

Pr = Ox, 


the, = Pxs U, = Po, z= Xo 
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und betrachten den Fall u, + 0, der uns bisher allein interessierte, 
so ist 


per seeiaa? & 
und die Differentialgleichung 
(4) Ws tee hig 22 Pie tes Pn) et 
wird, wie schon S. 308 bemerkt wurde, zu 
vibe fuse 2 
(5) H(t) + Fata, pee” = 0. 


Dies ist eine Differentialgleichung, die nur die unabhangigen Verander- 
lichen x und die Ableitungen von wu enthalt, in der aber u selbst nicht 
explizite vorkommt. Sie ist auSerdem homogen von der nullten Dimen- 
sion in den Abteilungen. Wenn wir uns also weiterhin mit der Theorie - 
von Differentialgleichungen 


(6) P(%1,+++%n» Prs+++ Pp) = 0, 

welche die abhingige Veranderliche nicht explizit enthalten, befassen, 
so sind darin die Differentialgleichungen (4) bzw. (5) fiir einen um eins 
kleineren Wert von m enthalten. Die unabhangige Variable in (6) wollen 
wir wieder mit z bezeichnen, so daB in (6) 


Oz 
i, = Ox, 
ist. 

AuBer dem schon erwahnten Vorzug, namlich der Aufhebung der 
Sonderstellung der einen Raumkoordinate, sprechen noch einige weitere 
Momente fiir den in Aussicht genommenen Ansatz. Einmal 14Bt sich 
die nun ‘folgende Theorie viel eleganter und einfacher entwickeln als 
bei explizitem Vorkommen der unbekannten Funktion. Des weiteren 
bietet sich in den Anwendungen in der Mechanik der Fall (6) unmittel- 
bar dar. Aus diesen Griinden ziehen wir es vor, (6) als den allgemeinen 
Fall und (4) als den sich daraus fiir kleineres » ergebenden Spezialfall 
anzusehen, statt, wie es auch méglich ware (6) als Spezialfall von (4) 
fiir das gleiche » anzusehen. 

Zur Gleichung (6) geh6ren gewisse Differentialgleichungen fiir die 
-charakteristischen Streifen: 


dx, Of apy i 
(7) Cie a re Ee 
n 
dz of 
(8) ai Dy Peas, 


Da z in den Gleichungen (7) nicht vorkommt, so kénnen diese Glei- 
chungen (7), von (8) getrennt, ftir sich untersucht werden. Wir nennen sie 
die zu (6) gehérigen kanonischen Gleichungen. - 
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2. Kanonische Transformationen. Unsere Aufgabe ist es im fol- 
genden, diejenigen Transformationen zu untersuchen, welche die Form 
der kanonischen Gleichungen ungedndert lassen. Wir nennen sie kano- 
nische Transformationen. Es sind Transformationen 


X, < Px(%y, rea Xn; Pi, eS sy) 
tig COW, Rae BAD sha) 


mit zweimal stetig differenzierbaren g, und y, und mit einer Funk- 
tionaldeterminante, die in dem betrachteten Bereich der x und # nicht 
verschwindet. Es ist namlich natiirlich, alle unbekannten Funktionen 
der kanonischen Gleichungen (7) an der Transformation zu beteiligen. 
Durch die Transformation (9), deren Umkehrung durch 


pes Or (Xv. cs ha: Pie.) 
Doha X cin eiee ra ize A: 


(9) 


(10) (k = 1,2,...,n) 


gegeben sei, geht 
(11) Fie eee Paes Pa) 


in 
FIX KP, He P.) 
f(D Po P,P) 


iber, und wir verlangen, daB durch die Transformation (9) die ane 
nischen Gleichungen von / in die von F tibergehen sollen, und zwar 
soll die Transformation (9) erst dann kanonisch heiBen, wenn sie dies 
fiir beliebige Wahl von (11) leistet. / soll immer samt seinen partiellen 
Ableitungen der beiden ersten Ordnungen in dem zu betrachtenden 
Bereiche stetig sein. Wir definieren also: 

Eine Transformation (9) heiBt kanonisch, wenn sie die kanonischen 
Gleichungen von f in die von F tiberfihrt, wo F durch (12) erklart ist, und 
zwar bet beliebiger Wahl von f. 

Wir verzichten also darauf, auch solche Transformationen zu unter- 
suchen, die nur fiir gewisse { das gleiche leisten. Bezeichnet man die in 
den kanonischen Gleichungen vorkommenden Ableitungen nach ¢ durch 
beigesetzte Striche, bezeichnet man ferner die Ableitungen nach «, oder 
X, durch einen unten beigesetzten Index A, und zwar durch den an 
zweiter Stelle stehenden, wenn eine schon mit einem Index versehene 
Funktion zu differenzieren ist, und bezeichnet man endlich die Diffe- 
rentiation nach ~, oder P, durch den unten an erster oder zweiter 
Stelle angefiigten Index » + A, so bekommt man 


Xt = DS) (Mea Xi t+ Mr, nt2 Pi) 
A=1 

(13) a 

PP; = 2 (vu x1 + Ye, n+2 Pi) 
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Fy = Sh Diz + fata Pir) 
(14) (Fe Le otc aly 
Fuik = = Sh, wit cheln eRe dain) 


Daher wird 
n 
Xt — Fate = (i — fn+a) Pa, nth 


ie ae + fi) Di, n+k 
(15) > 
x4 (Pe, — Pa, n+) 


A 


+ SPi(PE, ntat Di, n+k)- 


A=1 


oe 


Pith = PED —fn+a) Par 


+ Si + fa) Diz 
(16) Pe 
+ ain 4(pea + Par) 


+ Spi, n+a— i, x)- 


Sollen nun die kanonischen Gleichungen von / in die von F tber- 
gehen, so miissen in (15) und (16) rechts die an dritter und vierter 
Stelle stehenden Summen stets dann verschwinden, wenn (7) gilt, 
d.h. wenn % =fniz, Pp =— fe gilt. Da aber f beliebig gewahlt 
werden darf, so miissen die dritten und vierten Summanden bei belie- 
biger Wahl von x, ~, verschwinden. Daher ergibt sich: 

Eine Transformation (9), (10), mit nicht verschwindender Funktional- 
determinante ist dann und nur dann kanonisch, wenn 


dn _ Yh age _ 00s 
Oxi oie O.Piaat Ol ae Ps 
17 Agi obs ? »nN 
oe aux 1 yn at, 2 iting) 
ee DG? Gee OX, 
4st. 


Auch ergibt sich nach (17) aus (13) und (14): 
Eine Transformation (9), (10) mit nicht verschwindender Determinante 
tst dann und nur dann kanonisch, wenn die 


(18) —x% pi 
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die gleiche Transformation erfahren wie die 
OTe 81: 
OPE Ox 
und zwar bet beliebiger Wahl von f oder, wie wir in tiblicher Weise sagen 
wollen, wenn die beiden GroBenreihen (18) ,’ (19) Rogredient transformiert 
werden. 

Wir haben nun gleich auch kontragrediente lineare Transformationen 


(19) 


zu betrachten. Die unabhangigen Veranderlichen &,, 1, mégen in é,., 


7, linear transformiert werden (& = 1, 2,...,m) derart, daB 
n n-_. 
(20) Sen = SEN, « 
k=1 k=1 
Dann sagen wir, die beiden linearen Transformationen seien kontra- 
gredient., 


Tragt man in (12) fiir die x und  beliebige zweimal stetig differen- 
zierbare Funktionen eines Parameters t ein und differenziert dann (12) 
nach demselben, was durch aufgesetzte Punkte bezeichnet sei, so er- 
halt man 


iy _ of 
‘OXk X 5 as ach patt 


OF = OF 
ax, ae + see Pe 
kei 4 k=1 
Nach (20) werden also die.. 


(22) Xu» Pre 
kontragredient zu den 


(21) 


aden ad 
Ox, = =OPk 

transformiert. Sie werden also nach (18), (19) auch kontragredient 
zu den 


(23) 


(24) Pe» — Xk 
transformiert. Daher gilt wegen (20) 
(25) SPX e— P, Xi) = 2 (Pi ay — Pe Xk) 


fiir jede kanonische Transformation. Umgekehrt ist aber auch jede Trans- 
formation, fiir die (25) bet beliebiger Wahl der x,(t), Py(t) und bei be- 
liebiger Wahl von f, d. h. bei beliebiger Wahl der x,, %,, Py, Dy gilt, kano- 
nisch. Denn (25) besagt, daB (22) und (24) kontragredient transformiert 
werden. Wegen (21) werden (22) und (23) bei beliebigen 7 kontragre- 
dient transformiert und daher werden (18) und (19) ian trans- 
formiert. Daher ist die Transformation kanonisch. 
BIEBERBACH, Difterentialgleichungen. 3. Aufl. é 21 
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Tragt man.in (25) eine einparametrige Schar von Charakteristiken 
-von f ein, setzt also x, = %,(¢, 1), Py = Px(t,t), so daB t der Schar- 
parameter ist und die x,,p, zweimal stetig differenzierbar sind, so 
folgt die Existenz einer zweimal stetig differenzierbaren Funktion 
@(t,t) derart, daB 


n 


(OG) se SUPP XS fest Di Pe Xp pee 


k=1 k=1 
ist. Denn (25) besagt, daB 
n n 
(27) + > (Pi Xi — Pe Xk) = in Oy Xi — Px Xx) 
k=1 = 
ist. Umgekehrt folgt (27) aus (26) und (27) ist mit (25) gleichbedeutend. 
Daher haben wir das Ergebnis: : 

Eine Transformation (2), (10) mit nicht verschwindender Funktional- 
determinante ist dann und nur dann kanonisch, wenn es fiir jede Wahl 
der x,(t), p;,(t) eine Funktion ® gibt, fiir die (26) gilt. 

Hier kann nun aber die Beifiigung ,,mit nicht verschwindender 
Funktionaldeterminante“ weggelassen werden. Denn wenn zu Funk- 
tionen (10) eine ® gehort, so daB (26) gilt, so ist die Funktionaldeterminante 
von Null verschieden, wie wir jetzt zeigen wollen. 

Zunichst ergibt sich aus (26) auch jetzt wieder (27) und daraus (25). 
Nun wende man (25) unter der Annahme an, da8 die aufgesetzten 
Punkte Ableitung nach x, oder #, bedeuten. Dann wird 


n 
(ie co. a OX, , OP, 
Pi =i boa, oF aa 


n 
un Sage tp) 


Dies sind somit die hiernach eindeutig bestimmten Auflésungen der 
Gleichungen (13). Das Produkt der Determinanten von (13) und (28) ist 
Eins, wie man durch Einsetzen von (28) in (13) erkennt. Daher ist 
die Funktionaldeterminante von Null verschieden. Beachtet man noch, 
daB die Determinante von (28) der von (13) gleich ist, weil sie durch ge- 
wisse Vertauschungen und Vorzeichenanderungen aus jener hervorgeht, 
so erkennt man, da die Funktionaldeterminante einer kanonischen 
Transformation stets - 1 ist. Dies hatte man auch aus (17) ablesen 
kénnen, doch dort nur mit der hier beseitigten Voraussetzung einer nicht 
verschwindenden Funktionaldeterminante. 

Man kann auch noch zeigen, daB die Funktionaldeterminante stets 
+ 1 ist. Man vgl. dazu z. B. Goursat!. 


(28) 


1 Lecons sur le probléme de Pfaff. S, 204, Paris 1922. 
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Betrachten wir nun zwei stetig differenzierbare Funktionen 


seater Pyke <, Dy) 
AY es Oh a Pan sy Dy ).s 
die durch (10) in ; 
AA ee Ae oe «yt a) 
(29) ARH oigats Pal ee 28 it, 
dd Leen tee Ess frase WP) 
SD ee ea) oe Y,) 
ubergehen méogen. 
Die 
de ae 
Ox, OPx 


werden kontragredient zu 

Hf , 

Xe Pk 
transformiert, und diese, falls sie die Ableitungen der Charakteristiken 
von / = 0 sind, kogredient zu 


Rik Tp egeat 
Opr’ Ox, * 
Daher ist 
OGURA 2n0Gt On 
a eee OP ea Pa oe 
(30) ioe 


dg Of Og Of 


fol ten OP: i OPr 5, : 
k=1 | 


Wir setzen ahnlich wie S. 310 abktirzend 
Ly Oe OF — ~0 Of 
(8, f) ~ > ey OPx OPx ml 


und kénnen dann fiir (30) auch schreiben 
(31) (G, F) = (g,f). 


Das Bestehen von (31) fiir beliebige g,/ ist nun aber auch wieder 
hinreichend dafiir, daB die Transformation (9), (10) mit nichtverschwin- 
dender Funktionaldeterminante kanonisch ist. Denn (30) besagt, daB 


og Og 
(82) Om, Py 
kontragredient zu 
ies GA 
OP,” OX, 


21* 
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transformiert werden. Zieht man die Charakteristiken von f = 0 heran, 
so folgt aus (7), daB 


kontragredient zu 
transformiert werden. Also werden tatsachlich (32) und (33) kogredient 


transformiert. Daher ist die Transformation kanonisch. 
Setzt man in (30) fiir g und / die Funktionen ¢,, y; ein, so erhalt man 


(Q;, Pr) =O 
(Pir Px) = 9 
34 = k 
Se (Pi, Yr) = 90 
(9;, Y;) =1 (25 ha] 2 Sree 


Dies sind wieder notwendigé Bedingungen dafiir, daB die (9) eine kano- 
nische Transformation darstellen. Sie sind aber fiir Funktionen X, P 
mit nicht verschwindender Funktionaldeterminante auch hinreichend. 
Man berechne zum Beweis nach (29) die 

OG OG OF OF 

BPN Ne, REG Ge 


und trage sie in 
(G, F) 
ein und beachte (34); damit findet man wieder (31). 
Nun nehme man an, daB es eine zweimal stetig differenzierbare 
Funktion g(%...%,; p...fn) gibt, fiir die nach Eintragung der 
X%,(¢, T), Py (t,7) (26) gilt. Dann kann man die (9) noch durch 


(35) Z=z—@ 
erginzen. Dann wird 
(36) LS Py haa Spek. 


Daher sind die P, die Ableitungen von Z nach den X,,, wenn fiir p, 
die Ableitungen von z nach den x, genommen werden. 

Transformationen, die der Bedingung (36) geniigen, rechnet man 
zu den Beriihrungstransformationen, weil (36) u. a. sagt, daB jeder 
Streifen in einen Streifen tibergeht. 


8. Beispiele. Ich gebe einige Beispiele von kanonischen Transfor- 
mationen an. 


(37) X= py 


Py = — Xe 


definiert eine .solche kanonische Transformation. Denn es ist 


; d 
Oa PyXt — S perk = — 7 Xn Pr: 
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Geometrisch bedeutet diese Transformation den Ubergang von Punkt- 
zu Ebenenkoordinaten. Man nennt sie auch die EULERsche Trans- 
formation. 
Ein weiteres Beispiel einer kanonischen Transformation ist die fol- 
gende von POINCARE angegebene: 
(38) aera Ps (Pea oe 
by = V2X, sin P, 


Es ist namlich 
Pie X x —P Xk = PX, ae PX;. 


Bedeutet weiter 


(39) (tee ee eee XS) 
eine beliebige zweimal stetige Funktion der x, X, so wird durch 
0Q2 
(40) (¢ =.1,2,...,n) 
Tal 
2; Ox; 


eine kanonische Transformation definiert, sofern 


ag || Ox,0X; am 
‘ ist. Es ist nadmlich 
(42) SP.Xi— Shh = a. 


Freilich ist hier £2 anders wie in (26) eine Funktion der x, X. Aber 
man kann wegen (41) die X aus den m ersten Gleichungen (40) durch 
die #, x ausdriicken und in (39) eintragen. 

Um aus (42) auf (40) schlieBen zu k6nnen, miissen die X’ von den 
x’ unabhangig sein. Diese Bemerkung fiihrt zu einer Erweiterung des 
Ansatzes. 

Man nehme namlich an, daB zwischen den x, X die folgenden v Re- 
lationen 


(43) OP eee sto hn) = OF (RH 12, sr) 
bestehen. Sie mégen voneinander unabhangig sein, d. h. der Rang von 

02, (ad RR Rb 
(44) (ay) fia DEY 


mége v sein. 
Dann hat man die Relationen 


n 
B.Oieaie A Dili se . 
(45) SSA Xt GEM HO (RH L2 9). 
7 
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Man setze mit zundchst noch unbestimmten Funktionén 4, an: 


aQ Teo; 
Pea ay 2 axe 
(46) , 
aQ a0 
Dae 5 + 2D) a, a (bee Le 
z k=1 z 


Diese Gleichungen zusammen mit (43) definieren eine kanonische Trans- 
formation stets dann, wenn sie tiberhaupt eine Transformation be- 
stimmen; jedenfalls kann man wegen der Annahme tiber (44) die A, 
aus der ersten Zeile von (46) ermitteln. Dann ergeben die (43) und die 
ubrigen » —yGleichungen der ersten Zeile von (46) immer noch 
n Gleichungen fiir die x. DaB eine kanonische Transformation vorliegt, 
folgt aus (46). Denn es ist 


SPX) — 0x) = 2 — 3 BW=M, 
al 


weil nach (43) die 2, = 0 sind. 

Wenn z. B. vy = 1 ist, also nur eine Relation (43) besteht, so gehen 
die einem Punkte x angehérigen Elemente in die Elemente X, P tber, 
welche der Flache 2, (x, X) = 0 angehéren. 

Jeder Punkt x geht also kurz gesagt in eine Flache tiber. Bestehen 
z. B. fiir drei unabhangige Variable zwei Relationen 


Q= 0, 2, 0: 


so wird jedem Punkt x eine Kurve X zugeordnet. 

Bestehen endlich bei drei unabhangigen Variablen drei Relationen, 
so liegen Punkttransformationen vor. 

Man entnimmt dann unserer eben abgeschlossenen Betrachtung, 
wie man eine Punkttransformation zur-kanonischen Transformation 
erweitert. In diesem Falle sind. namlich durch (43) die X als Funktionen 
der x gegeben. 

Man nehme etwa 


Qe Ke OP nae) (Riza 1 oro 
Q=0 
an. Dann folgt aus (46) 


und 


O®p 
Te Pate 
k=1 ‘ 


woraus man die Darstellung der P, durch die x, ablesen kann. Im 
Falle linearer ® erleiden also, wie es sein muB, die P die zu den X 
kontragrediente Transformation. 
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4. Beruhmnictansicrmiatonen, Die bisher betrachteten kanonischen 
Transformationen fallen als Spezialfall unter den allgemeinen Begriff 
der Beriihrungstransformation. Darunter versteht man Transformationen 
der x, z, f in die X,Z, P, die Streifen in Streifen uberfiihren, fiir die 
also eine nichtverschwindende Funktion 

PART weet Mee EP yee 63°?) 

existiert, derart, daB 
(47) Zo —XPX, = 0 (2 —D by, %) 
gilt. Die bisher von uns betrachteten Transformationen sind vor allem 
dadurch ausgezeichnet, daB in den Transformationsformeln 
; SPR has eens Kee Pah ts es P) 

(48) Me = Qa rae Pap cass?) (R= 1,2...) 

Pe Yeisen hey Pins eal 
die gy, und y, von z tinabhangig sind. Dann ist aber notwendig 
o = konst. 

Bezieht man namlich in (47) die Striche auf eine Differentiation 

nach z, so folgt 


mnde?. = Or 
Bezieht man die Striche auf eine Differentiation nach #,, so erhalt man 
rechts Null und daher lehrt (47), daB 


0” 
(50) ae 


Differenziert man (50) nach z und beachtet, daB die rechte Seite 
von z unabhiangig ist, so bekommt man 
DP OPO Bl0 % (OO) nas Op 
OP, OP, Ge pee =a eerie 4 


und daher ist @ von #, unabhangig. 
Bezieht man die Striche in (47) auf eine Differentiation nach %,, 


so folgt 
1 oe > OF et p 
(5 ) Ox, Yr Ox Pi: 
Differenzieru man (51) nach #,, so kommt rechts nach dem eben 


: o ; 
Bewiesenen — g heraus; links kann man nom (50) durch Diffe- 


rentiation nach x, ausdriicken. Daher 14Bt sich @ allein durch die 9, 
und die y, und ihre Ableitungen ausdricken, hangt also von znicht ab. 
Differenziert man nun (51) nach z, so erhalt man 


oz) - Gal= 
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oder es ist auch 


0 (72) SE 
On, Oz Pre: OX) 
Also hangt 9 auch von x, nicht ab. Daher ist @ konstant. 


Wir sehen aber auch aus (52), daB 


Ox) 
von z unabhangig ist. Daher ist 


(53) Lar ED Ke ee age feol Dal 


Die Konstanz von @ erméglicht es, die eben betrachteten Berthrungs- 
transformationen auf die kanonischen zu reduzieren. Setzt man namlich 


Ey = Xy 
Ty = OP: 
C=02, 


so wird nach (47) und (53) 
Z' — 3) P, Xy= C —D) my F, 


ARCS os ots Boga s 


=(4+¥(, voy Eqs Ms ++ +y Mn) - 


OP Xe = Se + Y - 

Auch die allgemeinsten durch (47), (48) definierten Beriihrungs- 
transformationen kann man auf die kanonischen Transformationen 
reduzieren,.wenn man die Zahl der x und # um je eine vermehrt. 

Man setze namlich 


Also: 


Vy Vv 
Z=%, Z=Xo, i ar a VA Las ass Ones 


Dann wird (47), (48) zu 
VeAg Va Xq en te Vay XQ ee a Ng out cas +. Yn Xn 


Xo= (ei Moree Rate ye as ete — 2) 

ap Pr(% sees Xns Xs 33, We ae 

Y= 

Y= — (am eee aa ae ren Tee soe (R=1,...,n); 


Man kann daher die Theorie der allgemeinen Beriihrungstrans- 
formationen aus der Theorie der kanonischen Transformationen ent- 
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nehmen, statt sie direkt in Analogie zu der der kanonischen Transfor- 
mationen herzuleiten. 

Der eben betrachtete Ubergang entspricht durchaus dem zu Beginn 
dieses Paragraphen an Hand der partiellen Differentialgleichungen 
dargelegten. 

Durch diesen Ansatz findet man, da8 bei einer Berithrungstrans- 
formation, die 


xy, Py 
kogredient zu 
of df 
OPM Wks 4x3 
und kontragredient zu 
af Of 
dxy’ Opy 


transformiert werden, daB also die charakteristischen Gleichungen von 
F (X,, Z, P;) = 0 
in die von 
f(x, 2 Px) = F (Px, P: Px) = 9 

ubergehen, sowie daB 
| [gf] = 0G, F] 
ist. 

5. Gruppen von kanonischen Transformationen. Zu einer Differen- 
tialgleichung (6) gehort ein System kanonischer Differentialgleichungen 


EP es ee a ey 
(54) ee ee Pete ER (Rimes tenes AM 

Fur einen gewissen Bereich der x, p gilt der Existenzsatz fiir Systeme 
von Differentialgleichungen, wenn man annimmt, daB / mit seinen Ab- 
leitungen der drei ersten Ordnungen stetig ist. Schreibt man daher fiir 
t =0 die Werte X,, P;, der %,, p, vor, so werden 


Foe DX Ok PoP) 
FAX ee Nae Pil P| 


Die, Gleichungen (55) definieren dann fiir jedes genigend kleine ¢ 
kanonische Transformationen, die nach S. 56 eine Gruppe bilden. 
Fir ¢=0 kommt die identische Transformation heraus. Die ®,, Y, 
sind namlich nach unserer Annahme tiber / samt den Ableitungen der 
beiden ersten Ordnungen stetig. Man denke sich fiir die X;,, P;, irgend- 
welche zweimal stetige differenzierbare Funktionen von 1 eingesetzt, 
So werden die x;,; Funktionen von ¢ und t. Bedeuten wieder 
Punkte Ableitung nach t, Striche Ableitung nach /, so gilt 


(55) 


n 
a 7 , ae 
aa (Px Mie — p;, %) = 0. 
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Denn es ist 


n n 
ri , po d ° df . df 
at 2) Put — Pit) = ae (be ap, t Gas) 
k=1 = 
_# HN = (34) = 
= 4; (Gs) 5 at \ db ees 
weil { langs den Charakteristiken (55) konstant ist. 
Bezeichnet man die Werte der %,, x, usw. an zwei beliebigen 
t-Stellen mit x,, x, usw. und X;,, X; usw., so ist 
z y . ' 7? an ta 
» (be Xe — Pee Xe) = S| (Px Xy — Py Xx). 
k=1 k=1 
Die Transformation ist also kanonisch. 
6. Vollstandige Integrale. Kanonische Transformationen sind auch 
eng mit dem vollstandigen Integral von (6) verknipft. Sei 


(55) aay Vi (Lane Meret s a eee a) 
ein solches, so daB 
OV 7 
Pia (x, Pes, i) 
(56) 
OV 7 
Pn = 5x (%, Xn Xy, » Xp) 
nach den X,,.. ., X, auflésbar ist. Dann ist (56) zusammen mit 
‘ OV “ = 
(57) Py = — axe (Fas oy Mn My, - sXe) 


eine kanonische Transformation. Denn es ist 
SD Pet DPX, = VV. 


Da aber die Gleichung (6) durch (56) identisch in den x, P befriedigt 
wird, so wird die Transformierte von /, d.1. F = 0. Und vonF sind die 
transformierten kanonischen Gleichungen zu bilden. Man erhalt nam- 
lich F aus /, indem man in dieses (56) eintragt und darin noch die aus 
(57) errechneten x einsetzt. Die neuen kanonischen Gleichungen werden 
daher 

dP, 
Also 
Ay 3 Gz, Pod, (ee ae 
wo a,, 6, Konstanten sind, werden die Lésungen der neuen kanonischen 
Gleichungen. Man erhalt daher die Lésungen der alten kanonischen 
Gleichungen, indem man in (56), (57) die X,, P;, als Integrationskon- 
stanten ansieht. Wir haben bei dieser Uberlegung den Begriff des voll- 
standigen Integrals etwas anders gefaBt als auf S. 303, indem wir jetzt 
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annahmen, daf man (56) nach den X, auflésen kénne. Dies wird bei 
der friiheren Definition des vollstandigen Integrals nicht stets der Fall 
sein. Dann geben (56), (57) auch keine kanonische Transformation. 

Man kann mit Hilfe der Theorie der Beriihrungstransformationen 
auch das S. 307 gewonnene Ergebnis tiber die Integration der charakte- 
ristischen Differentialgleichungen mit Hilfe eines vollstandigen Integrals 
wiederfinden. Ich begniige mich mit der folgenden kurzen Andeutung. 


(58) Mea Rhee Wahl ths orp Le) 
sei ein vollstandiges Integral von 

TA Bas seein Ss Pa ass sciP) =O: 
Es soll also méglich sein, die Gleichungen (58) und 


7 _ av Bs 
(59) a eae ase dad OX_ 


fir die / =O geniigenden %,z,f aus einem gewissen Bereich nach 
den # aufzuldsen. Fir der » + 1 Gleichungen (58), (59) sei die zu- 
gehoérige Funktionaldeterminante von Null verschieden. Die Ableitungen 
der beiden ersten Ordnungen seien fir V stetig. Wir setzen 


OV OV 
(60) Magpie Xa = ap 
(61) DEE ik Pee eri XP 
(62) =z—V+i@. 


- Dannist.durch (59), (60), (62) eine Bertthrungstransformation erklart. Die 
transformierte Differentialgleichung gewinnt man durch Elimination von 
b1,---,pn aus (58), (60) und (62). 

Dieselbe wird 


(63) Zak Penis eee X Py 


also eine CLarrAUTsche Differentialgleichung. Die transformierten cha- 
rakteristischen Differentialgleichungen werden daher 


Xj Fae Xx; 
Las 
eae) Cie ial ip pe 
Also werden die Charakteristiken 
X, + m,X, = 9 fDi eee ae 
(64) Loam AG = 0 
Psa (G21, 25,05, 0) 


ot die a,, m, und m willkirlicheKonstanten sind. Fir die Integral- 
streifen liefert (63) insbesondere 


(65) M = — A, + Ay Mz + Ag mg + +++ + ay My. 
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Daher werden die Lésungen der urspriinglichen zu /(%, y, z, p, g) =0 
gehorigen charakteristischen Differentialgleichungen gegeben durch (59) 


und durch 
| OV OV 


ap, “e+ op, © k=1I1,...,%— ]} 


ise) aVv av av 


| 2 Maser tarts eta) + gp, + meee ore ! Ps =——=()5 


Insbesondere werden also die charakteristischen Integralstreifen ge- 
geben durch 


OVS View —_ a: 
[au * a0, ° (fee rare 1) 
(67) 2 sen (Kae ei pric eyen) ker 
_ OV(s, a) a 
| b= seas, (2-152 ee 


Bemerkung. Ein Leser, der sich tiber die hier besprochenen Dinge aus der 
HamiLton- Jacosischen Theorie noch weiter informieren will, sei auch auf das Buch 
von WHITTAKER, Analytische Dynamik, aus dieser Sammlung verwiesen. In der 
Dynamik liegt auch das Hauptanwendungsgebiet der kanonischen Transforma- 
tionen vor. Es sind dort praktische Zwecke der Umformung der Integrations- 
probleme, die die kanonischen Transformationen als sehr niitzlich erscheinen 
lassen. Fiir Fragen mehr prinzipieller Erkenntnis wird davon nur ein bescheidener 
Gebrauch gemacht. 


§ 13. Systeme gewohnlicher linearer Differentialgleichungen 
mit konstanten Koeffizienten. 


1. Rechnen mit Differentialausdriicken. Differentialgleichungen m-ter 
Ordnung. Die Theorie solcher Systeme ist ganz unabhangig von den tibrigen 
Erérterungen dieses Kapitels tiber Systeme von Differentialgleichungen. 
Es handelt sich wesentlich um eine Verallgemeinerung des Ansatzes, 
den wir auch bei den linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
mit konstanten Koeffizienten auf S. 153 ff. verwendeten. CAMILLE 
JORDAN hat in Erweiterung jenes Ansatzes das folgende elegante Ver- 
fahren ersonnen. Es sei zundchst eine einzelne lineare Differential- 
gleichung n-ter Ordnung fiir die unbekannte Funktion z vorgelegt: 


qd” 
(1) yon tits +42 =0, 
WO @o,...,@, Konstanten sind. Fiir die Methode ist ein ausgiebiges 


Rechnen mit Differentialausdriicken charakteristisch. Wir bezeichnen 


mit De 
den auf der linken Seite von (1) stehenden Differentialausdruck. Wir 
nennen Dz das (symbolische) Produkt von 


1 d” 
(1’) D=u7, 4 Sieehs + an 
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und z. Analog erklaren wir das (symbolische) Produkt 


Dap 
Wo 
qm “os 
Dy = 69 Fa + ye ay tO, 


ein zweiter Differentialausdruck ist, durch formales Ausmultiplizieren. 
Unter der charakteristischen Gleichung von (1) verstehen wir die Glei- 
chung 


(2) ao" +---+a4,=0. 
Ihrer Zerlegung 
a(Q — @1)"..-(Q — @)"* = 0 


in Linearfaktoren entspricht die Zerlegung 


ao (3 — a)" a 2 (3 — 0.) "2 =0 


von (1). Die @, sollen hier voneinander verschieden sein. Daher hat 
(1) als Lésungen auch die Lésungen der Differentialgleichungen 


Denn die Reihenfolge der Faktoren in der Zerlegung ist gleich- 
giultig, und wenn 
(i —0"*=0 
die? 


_ ist, so fiihren auch alle darauf angewendeten homogenen Differential- 
prozesse zu Null. Um aber 


(3) (4 — ox) "2 =0 


zu integrieren, mache man den Ansatz 


z= ety, 
Dann wird 
d ; e,t dy 
= — k 
(3 t 0) ms t 
Also , 
d io, ae e,t d*ky 
(5 = 0) pet Le : 


Daher mu8 y ein Polynom von hiéchstens ju, — 1-tem Grad sein, das 
also y,, Parameter enthalt. Nennen wir die allgemeinste so gefundene 
Lésung von (3) z,, so wird 


(4) Z=% +--+: +% 
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eine Lésung von (1), die 
fat Mate ee by It 


Parameter enthalt. Sie ist die allgemeinste Lésung von (1). Um das 
einzusehen, bemerke ich zundchst, da eine jede Lésung durch ihren 
Wert bei ¢ = 0 und den Wert ihrer n — 1 ersten Ableitungen an dieser 
Stelle bestimmt ist. Die Gesamtheit der Lésungen bedeckt also diesen 
2n-dimensionalen Bereich vollstandig. Ich werde weiter zeigen, daB 
zwei Lésungen (4), welche sich in ihren Parametern unterscheiden, 
auch verschieden sind: Daraus folgt, da die linearen Gleichungen, 
durch die die Anfangswerte der Lésung und ihrer » —1 ersten Ab- 
leitungen dargestellt werden, eine von Null verschiedene Determinante 
besitzen, und da8 man daher durch passende Wahl der Parameter 
jede Lésung herstellen kann. 

Es bleibt also zu zeigen, daB in der Form.(4) die Null nicht dar- 
gestellt werden kann. Ware aber 

22 2) eee 2, S10, 


so betrachte man den Differentialausdruck 


Dann ist 
(5) Diz == Dz, 0; 
weil z = 0 sein soll. Man betrachte ferner ! 
D, = (7 ~— Balik! 
Es ist 
(6) Dez, = 0. 
Nun ersetze man = durch eine Variable g; dann sind die Polynome D, 


und D, teilerfremd und es gibt daher zwei andere Polynome P und Q 
derart, daB 


(7) PD, + QD,=1 
: : d 
ist. Man ersetze wieder 9 durch q;’ dann sind P und Q zwei Differential- 
ausdriicke, fiir die (7) gilt. Daher ist 
(PD, + QD.) z, = %. 
Nach (5) und (6) aber ware 
(PD, + QD,)z, =0. 


Daher ist 2; = 0 und daher sind in dem in z, vorkommenden Polynom 
alle Koeffizienten Null. 
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2, Systeme. Nun betrachten wir ein beliebiges System linearer Dif- 
ferentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten 


Lyy% + Lyg%y + +++ + Ly Xn = 0 
(8) Do, % + Log%, + --> t+ Lyn%n = 0 


Ln Xq tel eX + Lx, = 0. 


Hier sollen L;, lineare Differentialausdriicke von der durch (1’) er- 
klarten Art sein und *,,..., x, sind die gesuchten Funktionen vonf. 
Es sei 

A=||L,x|| 
und 6 der gréBte gemeinschaftliche Teiler aller L ;,. Dann multiplizieren 
wir die Gleichungen (8) der Reihe nach mit 


Ly Lon, Ene 


ae é (k = 1,...,%) 
und addieren sie. Dann findet man 
(9) A x, = 0 aoe a 


Daher ist jedes x, notwendig Lésung der einen Differentialgleichung 
(9). Diese haben wir vorab zu integrieren gelernt. Es mégen wieder 
0,---@, die Wurzeln ihrer charakteristischen Gleichung sein und p, 
die Vielfachheit von o,. Dann gibt es Polynome P® vom Grade 
oe — 1; so daS 


(10) Ky = PHeat + .. +4 PHetyt (B= 1.5%); 


Die Koeffizienten der P® sind noch nicht ganz willkirlich, sondern 
noch an die Bedingung gekniipft, daB bei Einsetzen von (10) die Glei- 
chungen (8) erfiillt werden. Aber unsere Betrachtung lehrt, daB man 
stets alle Lésungen in der Form (10) darstellen kann. 


8. Kanonischer Fall. Ein wichtiger Spezialfall ist durch die Glei- 


chungen 
ax 


(11) = ata ttt Gin Xn (he Sarl ay ft) 
gegeben. Hier ist 
[n= 4h (i + R) 
Len = ie — UK» 
6 = 
ha 
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Bilden insbesondere die @,; eine symmetrische Matrix, so sind alle 
Wurzeln der charakteristischen Gleichung 


Ay, —O> For--+ Gin | 
(12) =0 
Any» Angrs-ss poder, 
reell und fiir eine Wurzel @, der Vielfachheit mu; wird der Rang der 
Matrix auf der linken Seite von (12) ~ — u,, wie aus der Hauptachsen- 
transformation der analytischen Geometrie gelaufig istt. Tragt man 
daher die Ausdriicke (10) in die Gleichungen (11) ein, so erkennt man, 
daB alle Polynome P® Konstanten sein miissen. Man mache namlich 
n (11) den Ansatz : 
x, = A;,, cc (Riaae Le eee 


wo die A,; Konstanten sind. Dies fiihrt auf die linearen Gleichungen 


Any Ayy + Ong A; + (Ann — 0:) Ani =9. 
Da dies lineare Gleichungssystem den Rang n — wu, hat, besitzt sein 
Lésungssystem den Rang y;, hangt also von y; linear unabhangigen 
Parametern ab. Durch Addition der zu den einzelnen 7 so gehérigen 
Lésungen erhalt man eine u-parametrige Schar von Lésungen von (11). 
Die die einzelne Lésung bestimmenden Anfangswerte hangen wieder 
linear von den Parametern ab. Jedes einzelne x; geniigt der Gleichung 


A Xi, aa 0 , 
und wie oben erkennt man, daB eine solche Lésung 


SA, et 

nur verschwinden kann, wenn alle A; verschwinden. Daher ist die 
Determinante jenes linearen Gleichungssystems von Null verschieden, 
und man kann die A; so wahlen, daB die die Lésung bestimmenden 
Anfangswerte beliebig gegebenen Werten gleich werden. 

Waren also die Koeffizienten der e%’ nicht notwendig Konstanten, 
so muBte man gegen die uns bekannten Tatsachen einzelne Lésungen 
auf mehrere verschiedene Weisen darstellen kénnen. 


1 Vgl. BIEBERBACH: Analytische Geometrie S. 99ff. Leipzig: B. G. TEUBNER 
1929 oder BIEBERBACH-BAUER: Vorlesungen iiber Algebra S. 95. Leipzig: 
B. G. TEUBNER 1928. 


Vierter Abschnitt. 


Partielle Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung. 


I. Kapitel. 
Allgemeines, 


§ 1. Existenzsatz. 


1. Streifen. Unsere Ergebnisse im Gebiete der partiellen Diffe- 
rentialgleichungen erster Ordnung legen es nahe, zundchst einmal den © 
Versuch eines ahnlichen Vorgehens zu wagen. Wir wollen also auch 
jetzt durch Anfangsstreifen Lésungsflachen hindurchlegen. Ich setze 
dabei voraus, daB die Funktion 


Fl yey es! q; 1, S, t), 
durch deren Nullsetzen die partielle Differentialgleichung zweiter 
Ordnung 


Oz Oz Gz O72 Oz 
(1) F(x,9,2,5=, dy’ Ox? Ox dy’ a) 


entsteht, eine eindeutige analytische! Funktion ihrer Argumente in 
einem gewissen fiir dieselben zugrunde gelegten Bereich sei. Zur Ab- 
ktirzung werden wir haufig setzen 

Be os 02 022 207 z a LPF 


p= a? hai FI meee SPS, ~ayt’ 


Unter einem Streifen verstehen wir fiinf analytische Funktionen 


(2) x= x(u), y=y(u), z2=2(u), p= p(u), =u), 

die fiir einen gewissen Bereich des Parameters ~ eindeutig und regular 
analytisch sind, und die noch der Streifenbedingung 

(3) d= px + gy’ 

geniigen. Bei Gleichungen erster Ordnung ergab sich die Méglichkeit, 
im allgemeinen durch eine gegebene Kurve einen Integralstreifen hin- 
durchzulegen. Die partielle Differentialgleichung und die Streifen- 
bedingung ergaben ndmlich zwei Gleichungen, aus welchen man im 


1 Uber nichtanalytische Differentialgleichungen zweiter Ordnung ist ver- 
haltnismaBig wenig bekannt. 
-BIEBERBACH, Differentialgleichungen. 3. Aufl. 22 
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allgemeinen zwei der finf Funktionen, z.B. p und gq, durch die drei 
anderen ausdriicken kann. Hier. bei den Gleichungen zweiter Ordnung 
entfallt diese Méglichkeit wegen des Auftretens der zweiten Ableitungen 
y,s,t. Daher erweitern wir unsere Begriffsbildung durch Einfithrung 
von Streifen zweiter Ordnung und nennen zur Unterscheidung die bisher 
schlechthin Streifen genannten Gebilde (2) Streifen erster Ordnung. 
Unter einem Streifen zweiter Ordnung verstehen wir nun acht in einem 
gewissen Bereich des Parameters uw eindeutige regulare analytische 
Funktionen , 


%=x(u), y= yu), z=2(u), P= Pw G= (uw), 
r=r(u), s=s(u),s t=t(u), 

die noch gewissen Streifenbedingungen gentigen missen. Eine solche 
ist zunachst einmal die fir die fiinf ersten Funktionen bestehende 
Gleichung (3), die auch jetzt wieder erfullt sein soll. Dazu kommen aber 
noch zwei weitere, die aus der gleichen Quelle flieBen. Wir finden 
sie, wenn wir uns vorstellen, daB der durch die ftinf ersten Funktionen 
bestimmte Streifen erster Ordnung einer Flache angehért, deren zweite 
Ableitungen 7, s, ¢ sind. Dann muB langs des Streifens 


p' — yx! + sy’ f 
(5) a 
Ja Saat Vy 
sein, und das sind die beiden neuen Streifenbedingungen. 
Nunmehr wollen wir versuchen, durch einen Streifen erster Ordnung 
eine Integralflache zu legen. Wir werden damit beginnen, erst einmal 


einen Integralstreifen zweiter Ordnung hindurchzulegen. Es gilt jetzt, 
drei Funktionen 


(4) 


r(u), s(w), (uw) 
aus den drei Gleichungen (1) und (5) zu gewinnen. Bei der Frage nach 
der Méglichkeit, die drei Gleichungen aufzulésen, spielt ihre Funktional- 
determinante eine Rolle. Ich setze zur Abkiirzung 


ee ers 
Dann ist diese Funktionaldeterminante 
Bee VatIAO) 
(6) Q 4 Sf aR’? = Sx Pog 2s 
BitoaS steals 
Setzt man nun voraus, daB man ein erstes Element zweiter Ordnung 
¥o = 17 (Up),..., 9 = t (Up) 


hat, das den drei Gleichungen geniigt und fiir das die Determinante (6) 
nicht verschwindet, so kann man nach einem bekannten Satz iiber 
- implizite Funktionen fiir einen gewissen Bereich |u —u,| <6 die 
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Auflésung bewerkstelligen und fiir diesen Parameterbereich einen Inte- 
gralstreifen zweiter Ordnung bestimmen. Man sieht, wie hier diejenigen 
Integralstreifen zweiter Ordnung eine ESS Ausnahmerolle spielen 
werden, fiir die die Gleichung 

(7) Rat S ye Ex'* = 0 

besteht. Diese wollen wir charakteristische Streifen zweiter Ordnung 
nennen. 

2. Integralflachen. Es ware nun weiter zu zeigen, daB durch einen 
nichtcharakteristischen Streifen zweiter Ordnung genau eine Integral- 
flache hindurchgeht. Um aber bei diesem Nachweis unangenehmer 
Rechnerei auszuweichen, will ich durch eine gewisse Transformation zu 
einem einfacheren Fall iibergehen. Zunachst will ich die Tragerkurve 
des nicht charakteristischen Streifens in die x-Achse tiberftthren. Zu dem 
Zwecke fiihre ich statt x den Parameter wu als eine unabhingige Ver- 
anderliche x ein und setze auBerdem ) = y — y(u), 4 =z —2z(u). 
Dies setzt voraus, daB man x = x(u) nach wu auflésen kann, d.h. daB 
die Ableitung x’(u) nicht verschwindet. Durch diese Transformation 
geht unser Streifen in einen neuen Streifen iiber. Er erstreckt sich 
langs eines Stiickes der y-Achse. Soll er kein charakteristischer Streifen 
sein, so darf jene Determinante (6) nicht verschwinden. Da aber jetzt 
langs des Streifens )’ = 0 ist, so darf jetzt T nicht verschwinden. Da- 
her kann man in der Umgebung des gegebenen Streifens die partielle 
Differentialgleichung nach ¢ auflésen. Wir dtirfen daher die weitere 
Betrachtung an eine Differentialgleichung der Gestalt 


(8) t=1(x,¥,2,0,9,7 §) 

ankniipfen. Hier ist /(x, y,z,~,9,7,8) eine eindeutige analytische 
Funktion in einem gewissen Bereich ihrer Argumente; gegeben ist 
ein langs einer Strecke der x-Achse erstreckter Streifen erster Ord- 
nung. Durch ihn geht, wie wir schon wissen, gerade ein Streifen zweiter 
Ordnung. Es soll gezeigt werden, daB durch diesen genau eine Inte- 
gralflache geht. Dieser Nachweis kann: jetzt ohne sonderliche rech- 
nerische Schwierigkeit erbracht werden. Es handelt sich darum, eine 
Lésung z(x,y) von (8) zu finden, fiir die z(x,0) =0, p(x 0) =0?, 
q(x, 0) = g(x) gegeben ist. Durch eine weitere Transformation kann 
man die Aufgabe erneut ein wenig vereinfachen. Ich setze namlich an 


% = 2—yq(x) 
Dann wird 
Pig Pa te — 94), 
hast — 97 poh =S 9, 4 =! 
Die Differentialgleichung geht dadurch in eine neue derselben Art tiber. 


1 Dies folgt daraus, daB jedes Element~des Streifens durch die #-Achse geht. 
22* 
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Die Aufgabe lautet jetzt: Es ist ein Integral von (8) zu bestimmen, 
so daB 
(9) z(x,0) =0, p(%,0) =0, 9g(%, 0) =—0 
ist. Diese Aufgabe kann nun leicht durch Potenzreihenentwicklung 
gelést werden. Es ist keine Beschrankung der Allgemeinheit, anzu- 
nehmen, daB das Intervall der x-Achse, in dem der Streifen gegeben 
ist, den Punkt x = 0 enthalt. Dann ist die Aufgabe die, das gesuchte 
Integral nach Potenzen von x und y zu entwickeln. Fiir die zweiten 
Ableitungen erhalt man zundchst die drei Gleichungen 


t= {(%,¥,2,2,9,7,5), 
p ss 7x! + sy’, 
q = sx’ + ty’ ; 
wie sie ja fiir einen Streifen zweiter Ordnung gelten miissen. Tragt 


man hier die Bestimmungsstiicke des Streifens erster Ordnung bei 
x =0, y =0 ein, so werden diese Gleichungen 


t = f(0,0,0,0,0,7,s), 


Om= 7 
O= s; 
und man énthimmt ihnen 7-—0,s5s=— 0,7 = 7(0,.0,0; 0; 0; OFF 
4 : : F 5 o# o¥ = 
Man sieht ohne weiteres ein, daB die Ableitungen 5 und ee fiir 


fe >2 in x =¥y =0 alle verschwinden; denn sie kénnen durch Diffe- 
rentiation von z(%,0) und von q(x, 0) nach x erhalten werden. Da aber 
beide zu differenzierende Funktionen identisch in x verschwinden, so 
sind diese Ableitungen auch Null. Die noch zu berechnenden Ablei- 
tungen enthalten also alle eine mindestens zweimalige Differentiation 
nach y. Somit kénnen sie durch Differentiation von ¢ erhalten werden. 


a t= f(%, 9,2, 9,7, 8) 

stehen aber rechts nur Ableitungen, die eine héchstens einmalige Dif- 
ferentiation nach y enthalten. Differenziert man also ¢ z. B. n-mal 
nach %, so laBt sich diese Ableitung durch andere ausdriicken, die 
eine héchstens einmalige Differentiation nach y enthalten. Diese sind 
aber, wie schon festgestellt, bei x = y = 0 alle Null. Somit sind auch 
alle Ableitungen bekannt, in welchen eine héchstens zweimalige Dif- 
ferentiation nach y vorkommt. Differenziert man aber ¢ u-mal nach 
x und m-mal nach y, so erscheint diese Ableitung ausgedriickt durch 
andere, in welchen eine héchstens (m — 1)-malige Differentiation nach 
4 vorkommt. Somit kann man auch diese Ableitungen rekurrent aus- 
rechnen. Somit sind bei x = y =O alle Ableitungen des gesuchten 
Integrals eindeutig bestimmt, und es fehlt nun nur noch der Nach-. 
weis, daB die so fiir die Integralflache gefundene Potenzreihe kon- 
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vergiert. Dieser Nachweis wird mit Hilfe der von Caucuy erfundenen 
Majorantenmethode gefiihrt. Diese Methode kniipft daran an, daB sich 
nach der eben angestellten Uberlegung die héheren Ableitungen linear 
aus gewissen niedrigeren ausdriicken lassen, mit gewissen Koeffizienten, 
welche weiter nichts sind als Multipla der Werte von /(x, y, 2, p, g, 7, S) 
und seiner Ableitungen an der Stellex =y =z=p=q=r=s=0. 
Wir ziehen daher zum Vergleich eine andere partielle Differential- 
gleichung heran, deren Funktion f(x, y,2,p,9,7,s) bei x =y =0 
lauter gréBere Ableitungen hat. Dann hat die nach dem gleichen Ver- 
fahren fiir ihre. den gleichen Anfangsbedingungen geniigende Lésung 
zu findende Potenzreihe sicher gréBere Koeffizienten. Kénnen wir nun 
aber irgendwie die Konvergenz dieser neuen Reihe in einem gewissen 
Bereich der x und y feststellen, so folgt daraus auch die Konvergenz 
derjenigen Reihe, welche der ersten Differentialgleichung geniigt. Um 
eine geeignete derartige Majorante angeben zu kénnen, nehme ich 
an, {(%, y, 2, , 9,7, s)sei fur |x|< 9, |y|< 0,..., |s| <@ regular? 
und der Betrag von f lage in diesem Bereiche unter M. Dann lehrt der- 
Caucuysche Koeffizientensatz der Funktionentheorie, daB bei x = y =0 
1 
Vy! 2.2, Dy 


Ova vat eb tf 
! OxnO0Yre. 08% | 


<M 


ist. Die entsprechenden Ableitungen von 
M 
(Lay aS) ne: - (ES) 
sind nun aber gerade diesen Schranken gleich. Es ist namlich 
Vaan) PM eS Pe 


Mmtveters+7,20 


V= 


Daher ist 
t=V 


als majorante Gleichung zu brauchen. Aber man iibersieht nicht so- 
fort, daB sie ein unseren Anfangsbedingungen geniigendes Integral 
besitzt. Daher benutzen wir eine andere Majorante. 

Am einfachsten ist wohl der folgende Weg. Man gehe zuniachst 
zu einem System tiber, das mit der Gleichung 
(10) t=V(x,¥,2,P,9,1 S) 
gleichbedeutend ist?. Dies System ist 

Ayy — 235 

(11) 2oy = 234 


Zgy = V (X,Y, 21, 22,23) 220 23 q) + 


1 Da es natiirlich keine Beschrankung der Allgemeinheit ist, aber formale 
Vereinfachungen mit sich bringt, werde weiterhin g@ = 1 angenommen. 
2 Man hatte natiirlich auch von Anfang an zu einem System iibergehen kénnen. 


342 IV. 1. Allgemeines. 


Es ist unter den Anfangsbedingungen 
(12) 2(x,0)=0, Z(x,0) = 0, z3 (x, 0) = 0 


zu integrieren und entsteht offenbar aus der Gleichung zweiter Ord- 
nung (10), indem man 


AAT p= %2, Gia eg 

setzt. Umgekehrt stehen drei Funktionen, welche dem System (10) 
und den Anfangsbedingungen (12) geniigen, in der Beziehung zueinander, 
daB 2, = 21, 2s = 21, ist. Es ist namlich nach (11)"2,, = 2,,,. Also 1st 
Zo = 24, + f(x), wo f(x) gemaB (12) zu bestimmen ist. Das liefert 
aber {(x) = 0. Daher geniigt die durch (11), (12) bestimmte Funktion 
z= 42, (xy) auch der Gleichung (10). Alsdann setzen wir folgende 
majoranten Gleichungen an 


A AWE 
19 F\ (l= yl 0) Sa) ee 
13 -; M ¥ 
AB) tite =e rr Sayan) (Le) et eee 
M 


439 = (1 = 3) ge ee ee 


Da8 das wirklich Majoranten sind, bestatigt man ohne weiteres, denn 
bei der Entwicklung der rechten Seiten, d. i. 


M Sixt Sy* SA SI Ds De a> 
kommen doch alle méglichen Potenzprodukte wirklich vor und ihre 
Koeffizienten sind alle positive ganze Zahlen. 

Die majoranten Gleichungen sind unter den Anfangsbedingungen 
(12) zu integrieren. Da auch diese wie die drei Gleichungen véllig sym- 
metrisch in den drei unbekannten Funktionen aufgebaut sind, ist der 
Ansatz 2, = % = 2, = 3 erlaubt, und es bleibt somit nur die eine Glei- 
chung erster Ordnung 

Of. M 
dy (1—#)(1—¥)(1— a8 (1 — ae)? 


unter der Anfangsbedingung 3(x, 0) =0 zu integrieren und zu zeigen, 
da8 die Lésung in der Umgebung von x = y = 0 nach Potenzen von 
x und y entwickelt werden kann. DaB aber die Lésungen von ana- 
lytischen partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung mit ana- 
lytischen Anfangsbedingungen analytisch sind, 1aBt die frither ge- 
gebene Integrationstheorie erkennen. 


§ 2. Charakteristiken. 


Im Laufe unserer Betrachtungen tiber das Existenztheorem sind 
wir auf die Charakteristiken gefiihrt worden. Und zwar verstanden 
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wir unter einem charakteristischen Streifen zweiter Ordnung die acht 
Funktionen 


X(t), .++,8(u), £(u), 


welche der partiellen Differentialgleichung (1) bzw. (8), den drei Streifen- 
bedingungen (3), (5) und der Gleichung (6) geniigten. Ahnlich wie 
die charakteristischen Streifen erster Ordnung bei den partiellen 
Differentialgleichungen erster Ordnung, spielten auch hier diese Streifen 
eine Ausnahmerolle beim Existenzsatz. Es gelten auch weiterhin fiir 
sie ahnliche Satze wie bei den’ Gleichungen erster Ordnung. Ich will 
aber nur kurz bei diesen Dingen verweilen, so interessant sie an sich 
sein mégen. Der Grund ist der, daB die Betrachtungen zu einer Inte- 
grationstheorie der partiellen Differentialgleichungen zweiter Ord- 
nung nicht ausgebaut werden konnten. Es ist nicht gelungen, die all- 
gemeine Gleichung zweiter Ordnung auf ein System von gewodhn- 
lichen zuriickzufiihren. Ob das iiberhaupt méglich ist, ist noch eine 
offene Frage. Das ist auch der Grund, aus dem wir mit dem Existenz- 
satz nicht wie bei den Gleichungen erster Ordnung iiber den analytischen 
Fall hinausgedeihen konnten, und daB sich hier nicht der Existenz- 
satz organisch einer Integrationstheorie einfiigt. Ich will somit nur 
ohne Beweis einige Satze tiber Charakteristiken hervorheben. Zunachst 
sieht man, daB es zwei Scharen von Charakteristiken gibt, da die 
Gleichung (6) vom zweiten Grade ist. Verfolgt man aber die Sache 
naher, so erkennt man, daB aus unserer Definition nur sechs gewohn- 
liche Differentialgleichungen fiir die acht Streifenfunktionen flieBen. 
Ein Streifen zweiter Ordnung ist also nicht durch eines seiner Elemente 
bestimmt. Wenn man auch beweisen kann, daB auf jeder Integral- 
flache durch jedées ihrer Elemente ein ihr angehériger charakteristischer 
Streifen zweiter Ordnung gelegt werden kann, so erhalt man damit 
doch keine Integrationsthedrie, wie bei den Gleichungen erster Ordnung, 
wo man nur durch die Elemente eines nichtcharakteristischen Anfangs- 
streifens die dadurch bestimmten charakteristischen Streifen hindurch- 
legen muB8te. Durch einen jeden charakteristischen Streifen zweiter 
Ordnung kann man unendlich viele Integralflachen hindurchlegen. | 
Sie haben langs dieses Streifens eine Beriithrung zweiter Ordnung. 
Falls zwei Charakteristiken zweiter Ordnung verschiedenen Scharen 
angehéren und ein Element zweiter Ordnung gemeinsam haben, so 
geht durch beide genau eine Integralflache hindurch. Diese Bemerkung 
flieBt aus einem allgemeinen von GouRsAT angegebenen Existenzsatz, 
den wir auch bald bei gewissen linearen Differentialgleichungen be- 
statigt finden werden. Dieser Satz sagt kurz aus, daB man durch zwei 
einander schneidende Raumkurven genau eine Integralflache legen kann. 
Genauer formuliert sind die folgenden Voraussetzungen zu machen. 
Die beiden gegebenen analytischen Raumkurven sollen von einem Punkte 
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ausgehen und zwei von diesem Punkte ausgehende Trigerkurven von 
charakteristischen Streifen beriihren. Diese beiden Streifen sollen ver- 
schiedenen Scharen. angehéren. Dann geht durch beide Kurven gerade 
eine Integralflaiche, welche sich in der Umgebung der Koordinaten %9, yg 
des Schnittpunktes nach Potenzen von x — %) und y — yp entwickeln 
14Bt. Zunachst kann man durch eine Transformation der x, y erreichen, 
daB die beiden Kurven der %-z- bzw. y-z-Ebene angehéren. Denn durch 
eine lineare Transformation der x, y kann man zunachst bewerkstelligen, 
daB die Tangenten der beiden Kurven in diese Ebenen fallen und daB 
der Schnittpunkt beider Kurven auf die z-Achse fallt. Die Gleichungen 
der beiden Kurven sehen dann so aus: 


= 4,x* +--+, x = by yt re 3, 

z= f(x) z= g(y) 

und nun mache man die neue Transformation 

Vy = V —a,x* + oe-, 

4, =x — day? + eee. 
Damit fallen die beiden Kurven in die beiden erwahnten Ebenen hin- 
ein. Nun kann man endlich noch durch eine Transformation von z 
_allein erreichen, daB die beiden Kurven in die x- und in die y-Achse 


fallen. Wenn namlich jetzt z = /(x) und z =g(y) die beiden Kurven 
sind ‘und also z(x, y) der Bedingung 
z(0,0) = 2%, z(0,y) = g(y), z(x, 0) = f(x) 
gentigen soll, so setze man 
% =2z7—f(*)— gly) + %, 

und nun ist z,(0, y) = 0, 2,(%,0) = 0. Somit kann man sich beim 
Beweis auf den Fall beschranken, daB ein Integral der Differential- 
gleichung (5) durch die x- und die y-Achse hindurchgelegt werden 
soll. Es soll also z(x,0) =. 2{0, y) =0 sein. Nun aber war noch an- 
genommen, da die beiden gegebenen Kurven in ihrem Schnittpunkt 
Charakteristiken beriihren. Somit mu8 die Gleichung (7), welche die 
Richtungen der Charakteristiken im Koordinatenanfangspunkt be- 
stimmt, durch x’ =0 sowohl wie durch y’ =—0 erfiillt sein. Wenn 
nun aber im Ursprung die Integralflache durch die beiden Koordinaten- 
achsen hindurchgehen soll, so muB die x-y-Ebene dort ihre Tangential- 
ebene sein, also ist im Ursprung p = g = 0. Das erkennt man ja auch 
durch Differentiation von z(x,0) bzw. 2(0,y). Ebenso folgt, da8 im 


Ursprung auchy =¢ =0 sein muB, sowie daB im Ursprung oF = = ==il) 


ist fiir alle y. Soll nun also (7) im Ursprung durch x’ = 0 sowohl wie durch 
y =0 erfullt sein, so mu8 im Ursprung R =0 und T =0 sein. Dabei 
sind diese Funktionen fiir die Werte x = y=z2=p=q=r=t=0 
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und fiir s = {(0, 0,..., 0) zu bilden. Da aber R = —~ und T = Bell 


ist, so muf in der Umgebung des Ursprungs die Differentialgleichung (5) 
so aussehen 


(14) s=a+bx+cy+dz+tept+fq af Glieder héherer Ordnung, 


Die Glieder 7 und ¢ fehlen, a, 0,c,... sind Konstanten, und die 
nicht aufgeschriebenen Glieder sind alle vom zweiten oder hdheren 
Grade. Nunmehr kann der Beweis durch die Majorantenmethode zu 
Ende gefiihrt werden. 

Man kann namlich aus (14) sdmtliche Ableitungen der Lésung im 
Ursprung durch sukzessives Differenzieren nach x und y bestimmen, 
da wir schon wissen, daB die Ableitungen nach den x oder nach den y 
allein alle verschwinden. Daher lassen sich alle Ableitungen additiv 
aus solchen niedrigerer Ordnung aufbauen und man bekommt sicherlich 
Majoranten fiir diese Koeffizienten, wenn man den Koeffizienten- 
bestimmungsprozeB auf eine Gleichung anwendet, die aus (14) dadurch 
hervorgeht, daB man alle Koeffizienten von (14) durch positive absolut 
genommen nicht kleinere ersetzt. Die majorante Differentialgleichung 
muB dazu so beschaffen sein, daB man die Konvergenz der Lésungsreihe 
tibersieht. 

Zunachst schatzen wir die Koeffizienten von (14) ab. Ich nehme 
dazu an, daB die rechte Seite von (14) absolut genommen kleiner als M 
sel, wahrend 
Wee ye la ela el<ad, ist. lal 
ist. ' 

Die Abschatzungen sollen fiir beliebige komplexe Variablenwerte 
gelten. Dann ergibt sich rechts in (14) fiir den Koeffizienten eines jeden 
Gliedes, in das die Variablen zur Exponentensumme y eingehen, als 
majoranter Wert ‘ 

M. 
Eine majorante Differentialgleichung ist dann 
M — 
I — (% Ey) — 2) — (2.4 tl — (r+ 9) 
Zur Integration von (15) machen wir den Ansatz 
Dadurch geht (15) in (16) tber: 
M 


ee 7 a —n=20—2e) et ikl 


(15) —_ M(1+7+42). 


oder anders geschrieben 


* 


” aa /1\2 tid = 
Z’(1— 22”) + M(1—4(2")?) = Gail —2)(— 22) 
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oder 


vt M 
a) (21 MA) Ney = ary (ee Ia 


Diese Gleichung kann man in der Umgebung von u = z = 2’ = 0 nach 
2” auflésen: 


Gn ten le 


wo g nach Potenzen von 4, z, 2’ fortschreitet und lauter positive Koeffi- 
zienten besitzt. Nach der Theorie der gewéhnlichen Differentialgleichun- 
gen besitzt diese Gleichung eine wohlbestimmte Lésung, welche nach 
Potenzen von u in der Umgebung von wu = 0 entwickelt werden kann 
und die bei # =0 verschwindet. Ihre Koeffizienten bekommt man 
durch sukzessives Differenzieren von g. Sie sind also alle positiv. Ersetzt 
man u durch x + y, so hat man eine Lésung von (15) mit lauter posi- 
tiven Koeffizienten, die gréBer sind als die der gesuchten Reihe, die 
(14) befriedigt. Denn die Koeffizienten von x” und y” sind in der neuen 
Reihe positiv und die iibrigen Koeffizienten gewinnt man aus diesen 
als ganze rationale Funktionen mit positiven Koeffizienten. 


§ 3. MoNnGE-AMPEREsche Differentialgleichungen. 


1. Charakteristiken erster Ordnung. Das sind Differentialgleichungen 
von folgender Gestalt: 


(17) 0=A+ Br+Cs4+ Di+ E(ri —s?). 


if 


Die Koeffizienten sind analytische Funktionen von y, y, z, p,q. Sie 
umfassen also namentlich auch die in den Ableitungen 7, s, ¢ linearen 
Differentialgleichungen, fir die E =0 ist. Diesem wichtigen Sonder- 
fall werden wir uns bald zuwenden. Hier soll es sich um die Feststellung 
handeln, daB man in gewissen Fallen die Integration auf die von par- 
tiellen Differentialgleichungen erster Ordnung zurtickfiihren kann. Dies 
hangt mit Besonderheiten zusammen, welche die Charakteristiken der 
MonGeE-AmPErREschen Gleichungen aufweisen. Man.kann nadmlich Streifen 
erster Ordnung angeben, welche Trdger aller charakteristischen Streifen 
zweiter Ordnung sind. Fiir einen charakteristischen Streifen zweiter 
Ordnung miissen neben der partiellen Differentialgleichung (17) noch 
die beiden Gleichungen (5) sowie die Gleichung (7) gelten. Diese letztere 
lautet hier so: E i. 


~ (18) (B + Et) y? — (C —2Es) xy’ + (D+ Er)x?2?=0. 
Nun folgt aber aus (5), daB 

ty’? + 2sx'y’ + 7x2 = x/p’ + y'¢’ 
ist. Daher kann man statt (18) auch schreiben 


(19) By? —Cx'y’ + Dx? 4+ E(x’ tp’ + y’7') =0. 
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Lést man endlich (5) nach y und ¢ auf und tragt das Gefundene in (17) 
ein, so wird wegen (19) auch noch 

(20) Ax'y’ + Bey + Dx’ + Ep =0. 

Ein Streifen erster Ordnung nun, fiir welchen die beiden Gleichungen 
(19) und (20) gelten, soll ein charakteristischer Streifen erster Ord- 
nung heiBen. Aus der eben angestellten Betrachtung folgt, daB jeder 
charakteristische Streifen zweiter Ordnung einen solchen erster Ord- 
nung enthalt, oder mit anderen Worten, daB die fiinf ersten Funk- 
tionen eines charakteristischen Streifens zweiter Ordnung einen charak- 
teristischen Streifen erster Ordnun’g bestimmen. Umgekehrt kann man 
auch zeigen, daB unter der Zusatzannahme, daB C?—4BD+4EA +0 
ist, d. h. nach (18), daB die beiden Scharen der Streifen zweiter Ordnung 
nirgends zusammenfallen, jeder charakteristische Streifen erster Ord- 
nung in einem charakteristischen Streifen zweiter Ordnung enthalten 
ist; die zu einem charakteristischen Streifen erster Ordnung gehérigen 
charakteristischen Streifen zweiter Ordnung hangen noch von einem 
Parameter ab. Doch will ich dem nicht weiter nachgehen. Die charakte- 
ristischen Streifen erster Ordnung miissen sich nun ebenso wie die Strei- 
fen zweiter Ordnung in zwei Scharen zerlegen lassen. Diese Zerlegung 
bewerkstelligt man leicht, wenn man von der Zerlegung der Streifen 
zweiter Ordnung in zwei Scharen ausgeht. Zu dem Zweck lése man 
die Gleichung (18) nach y’: x’ auf. Man findet wegen (17) 


9 yo  C—2Es+\C?—4BD+44EA 
Ee) eke * 2(B+ Ed) 


oder 
| 


196 x C—2Es+C?—4BD+4EA 
i) the 2(D + En) | 
als die beiden Wurzeln. Nennt man nun die beiden Wurzeln der Glei- 


chung 
(21a) #4+CA+BD—EA=0 
4, und A,, so kann man fiir (21) auch kurz schreiben 
y (B+ Et)+ Esx’+A,x'=0 
y (B+ Et)+ Esx’+A,%’=0. 
Analog folgt fiir (22) 
 9/(D+ En) + Esy’ + Ay' =0. 
x/(D+ En + Esy’ + Ay’ =0. 
Wegen (5) kann man fiir (21’) aber wieder schreiben 
(22a) y B+Ed +4,x'=0, 
(22b) WBE” +4%' =0. 


(21’) 


(22’) 
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Analog formt man (22’) mit Hilfe von (5) um und findet: 

(23a) D+ EP+/,y =0, 

(23b) Dep oe Ay Oe 

Damit sind die beiden Scharen der Charakteristiken erster Ordnung 
getrennt. Die eine Schar ist definiert durch (3), (22a), (23a), die andere 
durch (3), (22b), (23b). 

2. Integralflachen. Auf jeder Integralflache von (17) legen sowohl 
Charakteristiken der ersten wie der zweiten Art. Beide fallen tibrigens 
fiir A, = A, zusammen. 

An der Spitze der Integrationstheorie steht der Satz, daB eine jede 
Fliche, welche aus solchen Charakteristiken erster Ordnung aufgebaut 
ist, eine Integralflache von (17) ist. Ich will also annehmen, ein Flachen- — 
stiick werde durch eine einparametrige Schar von Charakteristiken 
erster Ordnung liickenlos tiberdeckt, und zwar sei 


% == 4 (U,V), .0., G=q (#2) 
eine Parameterdarstellung des Flachenstiickes und seiner Ableitungen, 
wobei diese Funktionen analytische Funktionen und v =konst. die 
Charakteristiken seien. Also gelten fiir jedes v langs eines Streifens 
der Flache die Gleichungen 
YB+Eq+1,x%’=0 
Ep’ +y'dy + Dx =0 
p — y's — rx’ =0 
—yt + qd—sx' =0. 

Dabei nehme ich an, es lage gerade ein Streifen der ersten Sorte 
vor. Im anderen Falle schlieBt man ganz analog. Die beiden letzten — 
Gleichungen bringen ja nur zum Ausdruck, daB ein Streifen auf einer 
Flache vorliegt. FaBt man die vier Gleichungen als vier lineare Glei- 
chungen fir x’, y’, ~’, g’ auf und beachtet, daB langs eines Streifens 
einer Flache z = f(x, y) diese Funktionen nicht alle verschwinden 


kénnen, so muB die Determinante des Gleichungssystemes Null sein. 
Diese ist aber wegen (18’) 


—E\A+ Br+Cs+Di+ E(ri—s*)}. 

Im Fall E = 0, in dem Falle also, wo (17) nichtlinear ist, ist also (17) 
erfiillt. Ist aber (17) linear, so gilt der Schlu8 nicht. Will man auch in 
diesem somit hier unerledigten Fall einer in den Ableitungen linearen 
Differentialgleichung zu einer Charakteristikentheorie gelangen, so muB 
man wesentlich umstandlicher verfahren. Man vgl. das Werk von Gour-, 
SAT tiber diesen Gegenstand. . 

Da8 auch umgekehrt jede Integralflache so entsteht, beruht auf 
der friiher angefiihrten Bemerkung, daB eine jede Integralflache von 
(17) aus charakteristischen Streifen zweiter Ordnung aufgebaut ist, in 
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Verbindung mit der anderen Bemerkung, daB jeder Streifen zweiter 
Ordnung von einem der ersten getragen wird. 


3. Zuriickfiithrung auf partielle Differentialgleichungen erster Ord- 
nung. Die ganze weitere Schwierigkeit der Integration liegt jetzt darin, 
die Charakteristiken erster Ordnung zu bestimmen und aus ihnen 
Flachen aufzubauen. Diese Aufgabe erinnert an die analoge, welche 
wir bei den partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung bereits 
gelést haben. Tatsachlich kain man nun unsere jetzige etwas kompli- 
ziertere Aufgabe auf die friihere zuriickfiihren und damit gleichzeitig 
auch angeben, inwiefern die jetzige Aufgabe schwieriger ist als die 
friihere. Die Zuriickfiihrung gelingt dadurch, daB man partielle Diffe- 
rentialgleichungen erster Ordnung angibt, deren Charakteristiken sdmt- 
lich in einer der beiden Scharen unserer jetzigen Charakteristiken 
erster Ordnung enthalten sind. Sei also 
(24) Ve (x3 Vy, 4; Pp, gq) = 90 
eine solche partielle Differentialgleichung erster Ordnung. Die gewohn- 
lichen Differentialgleichungen 


‘ 


ee be pO 

ees Oy 

Vink Sq 

} av av 
(25) Hinikieraiiiag 

, av av 

Cte Marana 

tig V av 

to gee Dea! da: 


bestimmen ihre Charakteristiken. Die Frage lautet: wann sind mit 
diesen Gleichungen notwendig auch die drei Gleichungen (3), (22a), 
(23a) oder (3), (22b), (23b) einer unserer Scharert von Charakteristiken 
erster Ordnung der Gleichung (17) erfiillt? Tragen wir, um das zu 
erkennen, die Gleichungen (25) z. B. in die erste der beiden Gruppen, 
also in (3), (22a), (23a) ein, so ist (3) von selbst erfiillt, und die beiden 
anderen fiihren zu den beiden linearen partiellen Differentialgleichungen 

| MRO UTE Oe 


(26a) 

dy 112 E op E og 
welchen V geniigen muB. Aus der anderen Schar von Charakteristiken 
werden die beiden Gleichungen 


E 0q 
(26b) ip i Va Ag OVi BOY. 


300 IV. 1. Allgemeines. 


gewonnen. Wenn somit die Charakteristiken von (24) samtlich in einer 
unserer beiden Scharen von Charakteristiken erster Ordnung enthalten sein 
sollen, so muB notwendig V entweder den beiden partiellen Differentral- 
gleichungen (26a) oder den beiden (26b) gentigen. Diese notwendige Be- 
dingung ist aber auch hinreichend. Nehmen wir also z. B. an, V gentge 
den beiden Gleichungen (26a), dann sind fiir die durch (25) bestimmten 
Charakteristiken von V = 0 notwendig auch die Gleichungen (3), (22a), 
(23a) erfiillt. Fir (3) ist das wieder selbstverstandlich, und die beiden 
anderen verifiziert man einfach durch Einsetzen von (25) in (22a) und 
(23a). Da nun aber nach S. 348 jede aus einer der beiden Charakte- 
ristikenscharen erster Ordnung aufgebaute Flache eine Integralflache 
von (17) ist, so kénnen wir unser Ergebnis nun auch so aussprechen: 
Falls V einem der beiden Gleichungspaare (26a) oder (26b) geniigt, so 1st 
yjede Integralflaiche von (24) auch Integralfldache von (17). Wir nennen 
dann V ein erstes Integral von (17). 

Man kann auch umgekehrt aus unseren Betrachtungen leicht den 
Schlu8 ziehen, daB die samtlichen Integrale von (24) nur dann auch 
(17) geniigen kénnen, wenn V einem der beiden Gleichungspaare (26a) 
oder (26b) gentigt. Je nach der. Zahl von unabhangigen Integralen 
eines der beiden Paare linearer partieller Differentialgleichungen (26a) 
oder (26b), die man zu bestimmen in der Lage ist, wird man nun die 
Integration der Gleichung (17) mehr oder weniger vollstandig be- 
herrschen. Kennt man insbesondere zwei unabhangige Integrale eines der — 
beiden Systeme (26a) oder (26b), V; und V,, so geniigt auch V, — g(V,). 
dem gleichen System, wenn @ eine willkiirliche Funktion ist. Dann ist 
neben V, = 0 und V, = 0 auch V, — g(V,) = 0 ein Integral von (17), 
d.h. jede Lésung von V, — y(V,) =0 geniigt auch (17). Dann ist 
die Integration von (17) erledigt. Nach S. 339 ist namlich jede Lésung 
von (17) durch einen Anfangsstreifen bestimmt. Man wahle dann die 
willkiirliche Funktion » so, daB fiir den gegebenen Anfangsstreifen 
V, — »(V,) = 0 ist und lege dann durch seine Elemente die charakte- 
ristischen Streifen von 

V,—9(V,)=0. 

Das fur die Integration der Systeme von partiellen Differential- 
gleichungen erster Ordnung mit einer Unbekannten Erforderliche ist 
bereits friher vorgebracht worden. 

Es ist aber zu bemerken, daB die Zahl der iiberhaupt vorhandenen 
unabhangigen Integrale von vornherein feststeht. Sie ist von Fall zu 
Fall verschieden. Nach S. 284 geniigt namlich jedes Integral, das zwei 
linearen partiellen Differentialgleichungen A(V) =0 und B(V) = 0 ge- 
nugt, auch der Gleichung [A, B] =0 und das kann eine neue, nicht 
von selbst erfiillte seint. Die Methode fiihrt daher nicht immer zum 


1 Der eben benutzte Klammerausdruck wurde S. 284 erklart. 
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Ziel. Mehr als ein gemeinsames Integral der beiden Gleichungen (26a) 
kann namlich nur dann vorhanden sein, wenn die Integrabilitats- 
bedingung [A B] = 0 identisch erfiillt ist. 


4. Beispiel. Wir betrachten nun noch ein Beispiel aus der Flachen- 
theorie. Es handelt sich darum, die Differentialgleichung der abwickel- 
baren Flachen zu integrieren, also um den Nachweis, daB alle Flachen 
mit lauter parabolischen Punkten langentreu auf die Euklidische Ebene 
abgebildet werden kénnen. Diese Aufgabé lauft auf die Integration der 
Differentialgleichung 
(27) ri— % =0 
hinaus. Die beiden Scharen von Charakteristiken erster Ordnung 
fallen hier zusammen. Denn die Gleichung (21a) wird hier 4? = 0 -und 
ihre beiden Wurzeln sind also 4, =A, = 0. Daher sind jetzt die Charak- 
teristiken erster Ordnung aus den Gleichungen 


q =0, p’ =0, z —px' —qy’ =0 
zu bestimmen. Fir die Integrale V ergeben sich die Gleichungen 


OV OV 

Sec trae UP Dot ae 
Wir erkennen sofort, daB V, =, V,=q, V3; =2—px—qy drei 
Integrale sind. Also sind auch 

Y= iP Fe pe gy =e (P) 
Integrale von (27). Die zweite ist eine CLaiRAUTsche Differential- 
gleichung, und deren Theorie lehrt, daB man alle Integrale derselben 
als Einhillende der Ebenenschar 

zZ—cx —w(c)y =g(c), 

wo w(c) eine willkirliche Funktion ist, erhalt. Die Integralflachen 
sind also abwickelbare Flachen..Aber z = cx + f(c) + d ist auch ein 
vollstandiges Integral der Gleichung g = /(f), so daB diese auch nichts 
Neues mehr liefert. 


§ 4. Lineare Differentialgleichungen. 

Darunter versteht man eine Differentialgleichung, welche die un- 
bekannte Funktion z und ihre samtlichen Ableitungen nur linear ent- 
halt. Sie ist also von der Form 
(28) Ar + a5 + at +b p+b,9+e2+d=0. ~ 
Die Koeffizienten dy,..., d sind stetige Funktionen der unabhangigen 


Veranderlichen x, y. 
Die Charakteristiken erfahren hier eine weitere Spezialisierung. 


Die Gleichung (7) 
(29) ayy'* — a,x'y’ + a,x'*=0 
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namlich, welche die Charakteristiken definierte, enthalt jetzt nur noch 
x,y, legt also gewisse Kurven der %-y-Ebene fest, die wir jetzt kurz 
als Charakteristiken bez2ichnen wollen. Wir werden dieselben jetzt 
nur dazu. verwenden, um eine Einteilung der linearen Gleichungen 
anzugeben und um dieselben auf gewisse Normalformen zu trans- 
formieren. Dab2i benutze ich die leicht zu verifizierende Tatsache, 
daB bei Koordinatentransformation Charakteristiken in Charakteristiken 
iibergehen!. Ich nehme zunachst an, die beiden Scharen von Charak- 
teristiken fielen nicht zusammen. Dann kann ich dieselben als Koor- 
dinatenlinien nehmen und mir die Frage vorlegen, wie. eine auf ihre 
Charakteristiken * = konst. und y = konst. als Koordinatenlinien be- 
zogene lineare partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung aussieht. 
Soll aber die Gleichung (29) sowohl fiir x’ =0 wie fiir y’ = 0 erfullt © 
sein, so muB a, =0 und a, =0 sein. Somit sieht die Gleichung (28) 
dann so aus 

(30) astbpt+bgtez+ad=0. 

Diese Normalform wollen wir nun bezibzhalten, wenn die Charak- 
teristiken reell sind. Wir wollen dann sagen, die Gleichung sei vom. 
hyperbolischen Typus und (30) sei eine Normalform derselben. Sind 
die Charakteristiken imaginar, so sagen wir, die Gleichung sei vom 
elliptischen Typus. Hier kommt man leicht zu einer reellen Normal- 
form, indem man verlangt, x +7y =konst. und x —7y = konst. 


1 Fiihrt man namlich durch 


4% = %*(§, ) 
y=y(§, ) 
neue Koordinaten ein, so setze man 
a ay Ox O% 
A ee 
2 

‘ak ; eal Os OF 
an, ay ay 
2 OcCmmnOn 


Man bezeichne die durch Vertauschen der Zeilen und Kolonnen entstehenden 
transponierten Matrizen mit A’ und S’ und setze ferner 


e ay Oy Ox 

pero sec ges 
fare 2 REL on ON : 

pata 5 nai) Ve ® 

2 £ Os. O8 


Dann sind die Koeffizienten der Glieder zweiter Ordnung nach der Transformation 
die Koeffizienten der Matrix 
Ala a SY ALG 
und. es ist 
(Aa eS eA Set 
die Matrix der aus (29) bei der Transformation entstehenden Gleichung. Dieser 
Sachverhalt beweist die ausgesprochene Behauptung. 
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sollten die Charakteristiken sein. Dann muB die Gleichung (29) so aus- 
sehen: a(x’? + y'*) =0, d.h. es muB a, =a, =a und a, =0:sein. 
Dann wird also 

a(ir+t)+p+8g+cz+d=0 
eine Normalform des elliptischen Typus. Auf ahnliche Weise kann man 
leicht eine weitere Normalform des hyperbolischen Typus bekommen. 
Man verlange, daB x + y =konst. und x — y =konst. die Charak. 
teristiken seien. Dann muB (29) so aussehen: a(x’? — y’2) =0, dh. 
es ist ay = — a, =a und a, = 0. Also wird 

a(ry—t) +0, p+B¢g+ez+d=0 
eine weitere Normalform des hyperbolischen Typus. 

Den noch iibrigen Fall, wo die beiden Scharen von Charakteristiken 
zusammenfallen, nennt man den parabolischen Fall. Jetzt nehmen. 
wir x = konst. als Charakteristikenschar doppeltzahlend. Dann muB 
sich (29) auf a,x’? = 0 reduzieren. Also wird 


a@zt+bptbg+cez+d=0 


Normalform des parabolischen Typus. 


II. Kapitel. 
Hyperbolische Differentialgleichungen. 


§ 1. Die LAPLACEsche Kaskadenmethode. 


Ihr Ziel ist es, durch Quadraturen eine hyperbolische Differential- 
gleichung zu mace. Die ie 
O22 
Q) Sota E+ oe) K+ cle e+ dlxy) =0, 
deren Koeffizienten stetig weit «unktionen sein sollen, kann 
man auf die Form bringen 


(2) Z(# +6 2) +b(S24+a2)—heta=o. 
Dabei ist zur Abktrzu 
0 ‘ 
(3) = a +ab—c 
gesetzt. Man kann dafiir auch schreiben 
(4) : fA by —hztd=0, 
indem man 
(5) = a +az 


setzt. Ist dann h =0, so hs: as eine echune fiir z, allein, die man 
BreserRBAc#H, Differentialgleichungen. 3. Aufl. 23 
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als gewohnliche lineare Differentialgleichung erster Ordnung integrieren 
kann. Hat man z, bestimmt, so erhalt man aus (5) z, da dies wieder 
eine gewohnliche lineare Differentialgleichung fiir z ist. 

Ist aber A + 0, so eliminiere man z aus (4) und (5), um eine Glei- 
chung fiir z, allein zu erhalten. Sie ist wieder vom hyperbolischen Typus 
und kann ganz analog weiter behandelt werden. Wenn ihr 4 Null 
ist, kann sie durch Quadratur gelést werden. Sonst fiihrt der Ansatz 
auf eine neue Gleichung usw. Es werden aber nur vereinzelte Falle 
sein, denen man so beikommen wird. Immerhin hat man noch einen 
zweiten analogen Fall zur Verfiigung, indem man die Rollen von x und 
yy vertauscht. 


LStezaD; 

U Oz x id pes Oz = 
(1’) PE Re eel ppt 
vorgelegt, so wird h = 0. Man hat 

, O02, ' aa 
(4 ) ere = i = 0. 


Also wird 2, = e*-g(y), wo g(y) eine ,,willkiirliche’’ Funktion von y 
ist. Demnach findet man fir z die Differentialgleichung 


(5') | = + ez = e%- p(y). 


Demnach wird 


y , 
z= exp(—yer)-{p(x) +e J p(n) exp (ne*) dn} 
mit einer zweiten willkiirlichen Funktion w(x) die allgemeinste Lésung 
von (1’). exp(x) bedeutet dabei wieder e*. 


§ 2. Die RIEMANNsche Integrationsmethode. 


1. Existenzbeweis. Das Ziel ist es, durch einen gegebenen Streifen 
erster Ordnung ein Integral von (1) zu legen. Dabei werde angenommen, 
daB dieser Streifen tiber keiner Charakteristik liegt. D.h. also: Es 
seien langs einer stetig differenzierbaren Kurve ©: x = x(t), y = y(t) 
(a3 ¢<b), die nirgends der x-Achse oder der y-Achse parallel sein 
moge, die Werte von z, p,q vorgeschrieben, derart, daB die Streifen- 


bedingun 
ca Z() =p 020+ 90x 0 

erfullt ist. Die Gleichung der Kurve © kann somit sowohl in der Form 
4 =f(x), wie in der Form x = g(y) geschrieben werden. Diese stetig 
differenzierbare Kurve wird also von keiner Parallelen zu einer Koordi- 
natenachse in mehr als einem Punkte getroffen. © gehore weiter einem 
Bereiche an, in welchem die Koeffizienten von (1) stetige Funktionen 
seien, und langs der Kurve seien auch 2’, p q als stetige Funktionen 
vorgeschrieben. 
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Man kann z.B. den Ansatz so machen: Langs der Kurve sei 
= 9(*) + ply), P=¢'(x), g=y'(y). Ein erstes Verfahren zur 
Lésung dieses Problemes wird durch die Methode der sukzessiven 
Approximationen geliefert. Zunachst ist es leicht, die Gleichung 
0? 25 
Ox Oy 
Denn ihr geniigt 


+ @ =0 unter der angegebenen Anfangsbedingung zu integrieren. 


zo= (x) + yy) —JSJa-déan. 
Dabei ist das Doppelintegral iiber den in Abb. 116 schraffierten Bereich G 
zu erstrecken. Man kann also schreiben 
x t(5) 


% = 9(x —f falé&n)dndé. 
y 


g(y) 


Hieraus leuchtet ein, daB z9 = p(x) + p(y) 
wird auf ©, d. h. fiir x = g(y), sowie daB 


p72, = 
ax dy AO 


ist. 
Als nachsten Schritt integrieren wir 


ae as 
Sey +a +b + cz =0 


mit der folgenden Seats z, soll auf © verschwinden. Ihre 
Lésung im Punkte (x, y) ist 


(6) a=—{J (e+ jamuerAetety 


wo das Integral iiber den in Abb. 16 schraffierten Bereich G zu er 
strecken ist. Rekurrent wird 


(7) | — mn =—{{(2 ee +6 p Maas + 6%q1)dédn 


gesetzt, wo wieder das Integral iiber den Bereich G der Abb. 16 zu er- 


~ strecken ist. 
Dann l4Bt sich beweisen, daB die Reihe 


(8) Zetate: 


gleichmaBig konvergiert und der gegebenen Gleichung (1) unter den 
vorgeschriebenen Anfangsbedingungen gentgt. 

Ich zeige zunachst, daB die Reihe (8) und die Reihen ihrer Ableitungen 
nach x und nach y gleichm4Big im abgeschlossenen Rechteck der 
Abb. 16 konvergieren. In diesem Bereich mégen die absoluten Betrage 


Von @ b Cc — 5) ay — 7% unter der Schranke M liegen. F sel der Flachen- 
ane ; Ox y 
237 


Abb. 16. 
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inhalt des schraffierten Gebietes G. Dann ist nach (6) 
[z,|< 3Me PF < 3M? (xa) (@—y): 


Ferner ist t(2) 
0 Sis = — | (a Get + 8G + tna) ae 
y 
Ferner ist 
(10) - din _ fd Meck + 21 + oz, 4) dé. 
gy) 


Daher wird zunachst 
024 


Ox (B =)) 
oa (~— a). 


Ich setze fortan 


Pe a y — a) (B — 0) 
b=x—atp—y, N = max(3M,7— "0-9 3M). 
Dann ist in G 
0 
[2 | < MN L, ae 
Wir wollen nun zeigen, daB allgemein in fe 
ay Nas dz,| .MN*u" | dz, 
|2n| = > Ox n\ Oy 
gilt. Zum Beweis nehme ich an, diese fiir » = 1 richtige Abschatzung 
sei bereits fiir » = » — 1 bewiesen und schlieBe daraus auf ihre Geltung 
fiir » = y. Nach (7) wird namlich fir 1 = » 


MN’ 
|z,| < sm. MN le —a+B—n)’-1!dédn, 
G 


oa 


<MNz, <MNue. 


MN*p* 
n! 


<< 


’ 


xB 
< 3M] JE — 2+ Bay aban, 


Reena weales MN" — at B— yt (Fay! Bayt 


y+tl 
<3M-"S— (x — a) (B—y) (ea + By), 
Peuaapnas 
ee a ae 
Also 7 
bah) seas 


= eer | 
+ max (a, b) ist so definiert 
max (a, 6) = \b yhtew 


a= 
6b wenn b= 
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Ferner wird nach (9) 


B 
it * rat exe 
3M Di (x —a + B—n)’-1dy, 
: , 
MN 
<3M.~S—[(x a +B —») (x—a) 
c MN’ a 
Ebenso findet man ax, MN pW! 
C55 — ae 


Aus der gleichmafSigen Konvergenz von (8) im abgeschlossenen 
Bereich folgt sofort, daB sie den vorgeschriebenen Randbedingungen 
genugt und folgt auch, da8 die gefundene Reihe (1) gentigt. Dies er- 
kennt man, indem man (1) so schreibt 


= =—ff(a sc tbs +c24a)dédn, 
wo das ae wieder tuber den in Abb. 16 schraffierten Bereich zu 
erstrecken ist. 

2. Die Riemannsche Methode. Die RiEMANNsche Integrationsmethode, 
der ich mich jetzt zuwende, gestattet es oft, ohne solche Reihenent- 
wicklungen das Problem zu lésen. Ich kniipfe zunachst an die homogene 
Gleichung an. Ich nehme also in (1) d = 0 an, und will somit die Diffe- 
rentialgleichung 
(11) stap+bg+cz=0 
behandeln. Die RIEMANNsche Integrationsmethode geht von der so- 
genannten GREENschen Formel aus. Ich bezeichne den Differential- 
ausdruck auf der linken Seite von (11) abkiirzend mit &(z). Versucht 
man dann partielle Integration auf fi iy: v&(u)dxdy anzuwenden, so 
wird man auf die GREENsche Formel gefihrt?: 


(12) SS ~&(w) — uM v)) dxdy = f (Pdy —Qadx). 


1 Man nehme einen Bereich, der in jeder der beiden folgenden Formen dar- 
gestellt werden kann: 


hy)S* Shy), a<y<b 
oa } g1(*) Sy S40(4), aS el 
Dann ist Ones 
Joa ee | Pu Ou Ov Ou 
SJearay o8en = {ax [viet ay = TES, ax Eee dx dy 
a 9,(%) c 
b fs (a) 
saa lis — [ay [32 3 ax 
a fi(#) 
" “fata —fuseay + fuse peggy de dy 
c € 


ce 
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Hier ist das Doppelintegral itiber einen Bereich, in dem die Koeffi- 
zienten und die Funktionen w und v mit den vorkommenden Ablei- 
tungen stetig sind, zu erstrecken. Es ist Nt der adjungierte Differential- 


ausdruck 
0? O(av 0 (bv) 
M0) = 550 — Ge + cv 
und es ist 
_ 1 atu) (28 
P= 2 ay u(5- av) 
_ 1 d(uv) Ov 
= sae — "(gs — 20) 


Das Kurvenintegral ist itber den Bereichrand zu erstrecken, so daB 
daB Innere zur Linken bleibt. Wir werden die Formel hernach aus- 
schlieBlich auf einen Bereich G (Abb. 16) anwenden, der einesteils von 
einem Bogen der Kurve © begrenzt ist, auf dem die Anfangsbedingungen 
fiir w vorgeschrieben sind, und von zwei Charakteristiken durch einen 
Punkt (€,7), in welchem wir die Lésung u zu berechnen wiinschen. 
Fiir u wahle ich die gesuchte Lésung von &(u) =0 und fiir v wahle 
ich eine noch naher zu bestimmende Lésung von $(v) = 0. Dann ist 


f (Pdy —Qdx) =0, 
mit anderen Worten ist nach Abb. 16 


As As A, 
fPan—fodet J (Pan —Odé) =0 
oder : 


(uv) 4, = 3 (wr), + 5 (ur) 4, — fate, —av)dn+ fu u(v, — bv) dé 
As 


+f (Pdn — Qdé). 


LaBt man * Be u ihre ee bei dieser Rechnung ee so findet man 


[feaziy fesse + ese a + feaeay ares 


Daraus oe 


Saray ~“axay)#* = zl Fe an) 4 + (9 ge—"5y) ay | 
= Jefe an — (Pa) a 
Ferner ist 
[feast aray lhe —ffuc ge ae) ax x dy 
Jfov$geray— fear — [fuss aioe aoe ax dy 


Alles zusammen liefert die sib 8 des Textes. 


§ 2: Die Rremannsche Integrationsmethode. 359 


Nun wihle ich insbesondere v so, daB auf A, A, 


vy —av=0 
und daB auf 4,4A,: 
v,—bv=0.,. 
ist. Das ist also gleichbedeutend damit, zu fordern: Auf A,Ag sei 
I(2) 9(y) 


v= exp({ a (x, 7) )dn); auf A, A, sei v = exp (fo (é,y)dé)*. DaB es 


z 
- solche Intecrale von Wt(v) = 0 stets gibt, wird S. 361 bewiesen werden. 
Somit wird schlieBlich! 


Ay 
u (x,y) = (uv) 4, + $ (Uv) 4, me (Pdy — Qdx). 


DaB8 die so gefundene Lésung wirklich den Anfangsbedingungen und 
der Gleichung geniigt, bedarf keiner naheren Erérterung, weil wir ja 
gerade vorher sahen, daB man mit Hilfe der Methode der sukzessiven 
Approximationen den Existenzbeweis der Lésung erbringen kann. 
Die jetzige Betrachtung fiigt den Nachweis hinzu, daB es nur eine 
solche Lésung gibt. Denn jede muB durch die gefundene Formel dar- 
gestellt werden. Ubrigens kénnte man auch unschwer direkt an der 
gefundenen Formel verifizieren, daB sie die gestellte Aufgabe lést. 

Unsere Methode gestattet auch die Lésung der inhomogenen Glei- 
chung unter den vorgeschriebenen Anfangsbedingungen. Man tragt 
in (12) fiir u die betreffende Lésung ein, und findet dann durch die 
gleiche Betrachtung diese Lésung von (1) 


Ay 
u(x, ¥) = (ur) 4, + 3 (ur) 4, iy (Pdy —Qdx)— ff vd-dxdy? 


Unschwer- kann man iibrigens ganz analoge Formeln auch fiir die 
andere hyperbolische Normalform gewinnen. Es sei also jetzt 


Ou Oru 
(13) Ste) epg aya + 4 aoe be 4 ow. 
Dann hat man 


0? uv ev O(av) 0 (bv) 


TAG oak ose eilaah wal? Galeton 
(uv) 1 
P= ae 2u(tg— 5a) 
7) 
Q=— eo) 4. Bu (vy + 5 bv) 


und die GREENsche Formel (12). 


* Vgl. die Erklarung dieses Zeichens auf S. 354. 

1 Im Punkte A, ist namlich v(#, y) = 1. 

2 Man kann auch an die Bemerkung ankniipfen, daB man die Lésung der 
inhomogenen Gleichung (1) erhalt, indem man zu der Lésung gleicher Randwerte 


O72 
von (11) die auf © verschwindende Lésung von =—,7~— O¥ Oy +d=0 addiert. Letztere 
wurde auf S.355 bestimmt. 
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Mit ihr verfahrt man genau wie eben und erhalt schlieBlich als 
Lésung von &(u) =0 diesen Ausdruck 


é Ag 
AxlGy) { 1 
u(x,9) = Wat wlan s 1 pay — an), 
A 41 
{2 
An Stelle der Abb. 16 tritt jetzt die Abb. 17, 
A wo die Geraden wieder Charakteristiken sind. 
. UL? v ist bestimmt durch die Forderung 
Az 
i! 
M (v) =O und [[eu(o. — 54?) dn + 2u (2, _ a bu) dé =0 
Ay 
Ag 
1 1] 
[[2u(v. — gav)an a 2u (vy aa 5v)dé| =0. 
Ag 
Setzt man auf AVAS oe = a4 tn Sy + 7, somwid 


dé dn dv 
CEE CR. Fen RL: 


Auf A,A, aber setze man € =x+ 4, 7 = y —?¢. Dann wird 


aE Toad lagu al aah 
Also werden die Integrale 
Ag ) 
fou[4t fed] dt =0, foals +5(¢—d)|dt=0. 
Ay 


Man bestimme v aus den Mate Differentialgleichungen : 
v —4(@—bd)v=0 auf A,A, 

bzw. ; 

v' +4(a—b)v auf A, Ag. 

3. Existenzbeweise. Zum SchluB dieses Paragraphen mdége noch an- 
gegeben werden, wie man auch mit Hilfe der sukzessiven Approxima- 
tionen das Anfangswertproblem lést, auf das wir bei der RIEMANNschen 
Methode gestoBen sind?. Es soll sich also um die Aufgabe handeln, die 
Gleichung (11) unter den Anfangsbedingungen z = /(x) fiir y = y» und 
z= g(y) fiir x =x, zu lésen. Dabei sollen diese Hee Se auf 
gewissen von (%q, Yo) ausgehenden Strecken der Geraden x = x, und 
Yy = Yo erfiillt sein. Diese sollen in die Richtung der wachsenden x bzw. y 
weisen und einem Bereiche angehéren, in dem die Koeffizienten der 


1 Der. entsprechende Existenzbeweis S.344 setzte analytische Koeffizienten 
-voraus. 
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Gleichung stetig sind. Damit im Punkte (x9, yo) die Stetigkeit keine 
Unterbrechung erleidet, soll noch vorausgesetzt werden, daB f (Xo) 
= 9(¥) ist. Dann ist jedenfalls z9 = f(x) + p(y) — f(x,) eine Funktion, 
welche die Anfangsbedingungen erfiillt. Sie geniigt der Differential- 
(oh ; 
ren =0. Alsdann bestimme man z, aus der Gleichung 


gleichung 


avae.” baeiaeny +cz=0, 


so daB es auf x = x) und auf y-= yp verschwindet, setze also 


y 


gt ee — ff (@2q + b2oy +62) dé-dn. 
Xo 


Yo 
Alsdann bestimme man analog z, und allgemein werde z,, aus 


07 Zz, 


Ox oy 


O2%n_1 


Serres 


OZR 


oy 


(14) + ¢2,-,=0 


so bestimmt, daB es auf x = x) und auf y = yp verschwindet. Dann ist 


2 29 a 24 oie oe 


die gewiinschte Lésung von (11). Dies ist bewiesen, sowie nur er- 
kannt ist, daB diese Reihe samt den Reihen ihrer ersten Ableitungen 
gleichmaBig konvergiert. Es gilt doch fiir eine jede Teilsumme 


Sn te tate +25 


ay 
oe, —{J{(a Pact +b Hock + $5.4) dé dn 
Zo Yo 


und daraus folgt durch Grenziibergang zu n — oo 


zy 

a) i) 

zam—ff(a% ste bie + cz)dx dy 
% Yo 


und daraus durch Differentiation 


ORz Oz Of, 
On07 sae niente’ 2 = 0s 

Auf den Konvergenzbeweis selbst will ich nicht naher eingehen. Er 
unterscheidet sich nicht wesentlich von den Betrachtungen, die wir 
bereits in diesem Paragraphen zu gleichem Zweck angestellt haben. 
Dazu ist ja das hier zur Betrachtung stehende Randwertproblem schon 
auf S. 344 fiir allgemeinere allerdings analytische Differentialgleichungen 
gelést worden. 

Der eben besprochene Ansatz ist auf die homogene Gleichung 
besonders zugeschnitten. Man kann ihn aber durch geringe Abanderung 
so einrichten, daB er fiir die inhomogene Gleichung (1) und fiir noch 
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allgemeinere Gleichungen zum Ziel fihrt. Man gehe nur dazu von 
der gleichen ersten Naherung z, aus wie eben, bestimme auch jetzt wieder 
rekurrent die n-te Naherung aus der m —1-ten durch die Gleichung 


Onn OSqaq O2Zn-1 = 
Ox Oy ad ax 1? oy peat ah ha, 


indessen so, daB sie auf x = x) und auf y = yp die verlangten An- 
fangsbedingungen besitzt. Man hat also 


zy 
Oz,— O2n_ 
(15) kn =%—|| (a aot + b a + ¢z,_, +4) dé dn 
Zo Yo 
zu setzen. Jetzt wird die gesuchte Lésung nicht mehr die Summe 
der z,, sondern vielmehr der Grenzwert der z, oder, anders ausgedriickt, 
die Summe der Reihe 


Bie Zoi (hy 25) c+ a yg Sy og) 


Denn es ist ja durch Grenziibergang + ©0 aus (15) zu finden 


zy 
£22, Sr lehlaz, + bz, +cz-+'d)dédn 
Zo Yo 
und daraus durch Differentiation alles Gewiinschte. 

Dieser Ansatz nun ist es, der auch fir allgemeinere Gleichungen 

wie z. B. die in der Flachentheorie, wichtige 
O2z ; 

(16) aroe sin z 

zur Lésung des gleichen Problemes fihrt. 

Ein Wort ist nur noch dariiber zu sagen, daB die Lésungen durch 
die Anfangsbedingungen eindeutig bestimmt sind. Man kann sie im 
Rahmen der Methode der sukzessiven Approximationen durch die 
gleichen Uberlegungen gewinnen, die zum Konvergenzbeweis fiihren. 
Wenn namlich z eine beliebige, den Anfangsbedingungen genitigende 
Lésung z. B. von (16) ist, so ist jedenfalls 


ay 
zZ=%+ Sf fsinzdé dn, 
Zo Yo 
wo wieder 2) = /(x) + y(y) — f(o) sei. Ferner gilt auch fiir die n-te 
Naherung 


zy 
Zn = %y t+ f f sin 2,-14€ dn; 
Y Xo Yo 
also haben wir 
efi 


2—2,= f J (sinz —sinz,_,)dédn. 


Zo Yo 
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Nun ist 


zy 
|jz—z|=|f fsinzdé dy] < |x — xo||y —¥o 


To Vo 


zy ; 
jz—2z,|= |S f (sin z — sin a) dé dy| 


Zo Yo 


= ah eee Ps tes z+ 2 
= | [ 2sin 25% cos 2440 ae ay 
Zo Vo 
zy 
2, ARN py a 
<|fflz—xlly—yolagan = = 2elt ly 90h 
To Yo 


Daraus gewinnt man durch vollstandige Induktion 
saaces itll ei aeied hadi 


(m+ 1)!P 


so daB es also nur eine Lésung gibt, weil hiernach z, —>.z strebt. 


|z—Z_, < 


§ 8. Die Differentialgleichung der schwingenden Saite. 


1. Die Riemannsche Methode. Die freien Schwingungen einer: langs 
der x-Achse ausgespannten Saite werden durch die Differentialgleichung 
O%z O72 

et) Say aaa oi 


beschrieben. ¢ bedeutet darin die Zeit, z die Entfernung von der gerad- 


Gies : : Ss 
linigen Gleichgewichtslage. In a? at bedeutet S die Spannung, @ die 


Masse, der Langeneinheit, so daB also in dem von uns allein zu be- 
trachtenden Fall der homogenen Saite a? eine posi- 
tive Konstante ist. Die Charakteristiken sindin diesem 
Falle x + at = konst. und x — at =konst. Das be- 
dingt einen geringen Unterschied gegentiber den bis- 
her betrachteten Fallen. Man iibertragt aber auch 
auf ihn ohne sonderliche Schwierigkeit die angestellten 
Uberlegungen. | 
Wir betrachten nun eine an ihren beiden Enden bei 
x =0 und bei x =/ eingeklemmte Saite. Es soll also fiir alle ¢: z(0, t) =0 
und z(J,4)=0 sein. Ferner ist die Anfangslage und die Anfangsge- 
_ schwindigkeit der Saite gegeben. D.h. fiir ¢ = 0 soll z(x, 0) = f(x) und 


ae (x, 0) = F(x) sein. Zunachst kann man die R1EMANNsche Methode 


anwenden, um in einem beliebigen Punkte (x, ¢) des in Abb. 18 schraf- 
fierten Bereiches die Lésung zu berechnen. Dieser Bereich ist namlich 
seitlich von den beiden durch die Saitenenden gehenden Charakteristiken 


Vis 


Abb. 18. 
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begrenzt. In einem inneren Punkt ist nach dem RieMANNschen Ver- 
fahren die Lésung durch {(x) und F(x) allein bestimmt. Man findet 
namlich in dem Punkte (x, t), dessen Charakteristiken ¢ = 0 ina =% —at 


und B = x 4+ at treffen mégen, 
Z+at 


(18) z(v,f) = Eade ete) 5 Yl rede. 


zat 


Damit ist das Problem nun erst fiir gewisse x und ¢ geldst! und es gilt 
nun, unter Beriicksichtigung der an den Saitenenden vorgeschriebenen 
Bedingungen den Bewegungsverlauf auch fiir andere Zeiten zu bestim- 
men. Dies erzwingt man nach RIEMANN durch einen Kunstgriff. DaB 
namlich die RrEMANNsche Methode nicht zur Berechnung der Losung 
in einem gréBeren Bereiche brauchbar ist, liegt darin begriindet, daB 
}(x) und F(x) nur fir 0 < x </ gegeben sind. Man erklart nun in einer 
zweckmaBigen Weise diese Funktionen tiber dies Intervall hinaus, so 
daB die zugehérigen Lésungen bei x = 0 und bei x =/ fiir alle Zeiten 
verschwinden. Zu dem Zweck setze man fest 


[1 ) eal) f(x + 21) =f (x) 
F(— *) = — F(x) PF (% - 21)= F (x). 


Damit sind dann die beiden Funktionen fiir alle x erklart, wenn man 
sie fir 0 <x <1 kennt. Die RIEMANNSche Lésung (18) verschwindet 
dann, wie man sich leicht tiberzeugt, tatsachlich bei x =0 und bel 
x =I fiir alle ¢. Ahnliche Uberlegungen fiihren auch zur Beherrschung 
des. Falles, wo an den Saitenenden ein anderer Bewegungszustand 
vorgeschrieben ist. 


2. Superposition von Partikularlésungen. Ich will nun noch auf eine 
etwas andere Methode hinweisen. Das ist die Trennung der Variablen. 
Geht man ndmlich mit dem Ansatz 


z= u(x) v(t) 


in die Gleichung der schwingenden Saite hinein, so geht diese in 


liber. Da die rechte Seite nur von x, die linke nur von ¢ abhangt, so 


1 Eines merkwiirdigen Umstandes mag hier Erwahnung geschehen. Will ey 
verifizieren, daB durch (18) die Gleichung (17) befriedigt wird, so mu8 man die 
zweiten Ableitungen von f und die ersten von F verwenden. Fiihrt man aber in 
(17) durch *, = * — at, t; = % + at neue Variable ein, so wird (17) zu 

2 
(17’) AE is 
Ox, Ot, 
Dieser neuen Gleichung (17’) geniigt nun (18) auch, wenn f(x) nur einmal und 
F(#) nicht differenzierbar ist. 
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mtissen beide ein und derselben Konstanten: — 4? gleich sein. Also 
erhalten wir die beiden gewéhnlichen Differentialgleichungen 

u’ + ,#2u4—=0 

vo” + Marv = 0 


und sind damit in der Lage, einige Lésungen der Gleichung zu be- 
stimmen. Es sind die Lésungen 


u = c,cosdx + c,sinAx 
v= d,cosadt + .d,sinadt, 


_die man so erhalt. c,,c,, d,,d, sind dabei Konstanten. Sollen die- 
selben aber bei x = 0 und bei x =/ verschwinden, so muB c, = 0 und 


nit - 4 & . fs 
A= = iq mit ganzem sein, und es bleiben nur diese Lésungen als 


brauchbar iibrig: 


- nN ani - any 
sin x (d, cos “77 1 d, sin“ t) 3 
Da nun aber die Gleichung (17) linear und homogen ist, so kann man 
durch Addition bekannter Lésungen neue finden, und somit sind auch 
die Summen 


sin 7 x (dy, cos" = t+ d,, sin “7 ¢) 
n 
Lésungen. Nunmehr ist man auch in der Lage, durch passende Be- 
stimmung der Koeffizienten passende Anfangszustande der Lésung vor- 
zuschreiben. Man wird namlich durch die Anfangsbedingungen auf die 
beiden Gleichungen 


{(*) = D>) Aan sin 


F(x) = yan 


gefiihrt und steht so vor dem bekannten Problem aus der Theorie 
der Fourterschen Reihen. Freilich enthalt dieser Gedankengang nur 
dann die volle Lésung des Problems, wenn diejenigen Reihen, welche 
aus den fiir f(x) und F(x) erhaltenen durch zweimalige Differentiation 
entstehen, selbst gleichmaBig konvergieren. 


III. Kapitel. 
Elliptische Diferchtaleleichugtent 


Die Theorie der elliptischen Differentialgleichungen ist viel gestalten- 
reicher als die der hyperbolischen. Es kann sich in dieser einfiihrenden 
Darstellung nur darum handeln, einen Uberblick iiber die Probleme 
und die Wege zu ihrer Lésung zu geben. Z. B. ist die Potentialtheorie 
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in der Ebene weiter nichts als die Theorie der speziellen elliptischen 
Differentialgleichung 


Die Potentialtheorie im Raume untersucht analog die Lésungen von 
Ou 
Au att it ino. 


Es ist auch nicht unsere Absicht, hier eine volle Potentialtheorie 
zu entwickeln!. Vielmehr wollen wir, allerdings vielfach gerade an Hand 
dieser Differentialgleichung, einen Uberblick zu gewinnen suchen. Diese 
Bevorzugung der Differentialgleichung 4u = 0 rechtfertigt sich auch 
dadurch, da8 der Ausdruck einer jeden elliptischen Differentaleleien aa ) 
in der Normalform mit Aw beginnt. 


§ 1. Die GREENsche Formel. 


1. Aufstellung der Greenschen Formel. u(x, y) und v(x, y) seien beide 
in einem gewissen Bereiche B und an seinem Rande zweimal stetig 
differenzierbar. Sein Rand bestehe aus einer endlichen Anzahl ge- 
schlossener analytischer Kurven?. Dann gewinnt man durch partielle 
Integration die folgenden Formeln 


(1) ffua vaxdy = f (wo, dy — uv, ax) — jee (UpVq_ + Uyv,) dx dy , 
B B 

(2) ffvAudxdy = f (vm, dy —vuU,a%x) — ff (UpUg + UyVy) ax dy. 
B B 

Aus (1) und (2) folgt die GREENsche Formel: 

(3) ht (uAdv—vAu)dxdy = Jf {(wr, —Uuy) dy — (uv, —vu,)ax\. 

In (1), (2), (3) ist das Kurvenintegral so ttber den Rand zu erstrecken, 

daB8 dabei das Innere zur Linken bleibt. 

Fuhrt man in jedem Randpunkt zwei neue Koordinaten s und 
ein, so daB die mit der Durchlaufungsrichtung gleichgerichtete Tan- 
gente s-Achse und die nach innen gerichtete Normale u-Achse wird, 
so ist im Punkte xo, yo: 

% — %q = cos (vs)s — sin (%s)n 

y — Yo = sin (xs)s + cos(xs)n, 
wenn man annimmt, daB das Achsenpaar (s,) mit dem Achsenpaar 
(x, ¥) gleichorientiert ist. 


1 Dies kann um so weniger unsere Aufgabe sein, als ein besonderer von O. D. 
KELLOG verfaBter Band dieser Sammlung der Potentialtheorie gewidmet ist. 

* Die nachstehenden Ergebnisse gelten zum Teil auch unter viel allgemei- 
neren Annahmen tiber 4, v und B. Wir verfolgen das in dieser einfiihrenden 
Skizze nicht weiter. . 
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Somit ist 
Ox oy oy Ox 
OMe On Os = On’ 
also ist 
Ou Oudy Oudx 
On Oxas | dyds’ 


Fihrt man s als neue Integrationsvariable ein, so kann man die GREEN- 
sche Formel auch so schreiben: 


(4) Jf (wso—vduavay = [ (09% — 4%) as. 


2. Die Greensche Funktion. Tragt man in (4) fiir w eine beliebige 
regulare1 Lésung der Gleichung Au =0 und v = 1 ein, so kommt 


= Ou 
(5) an ds=0. 
Eine weitere Anwendung ist diese: Man bestatigt leicht, daB 

r 1 

(Yo = log —- 
eine Potentialfunktion ist, d.h. der Potentialgleichung 

A Vo = 
gentigt. Dabei ist 7 die positive Entfernung des variablen Punktes x, y 
von einem festen Punkte §,7, also 
7 —= (x, — )? + (y —7)?. 
Diese Potentialfunktion log > ist nicht durchweg regular. Sie weist 
vielmehr bei (x, y) = (&,7) eme Unterbrechung der Stetigkeit auf. 
Ich will nun in (4) 
v = log = + vy 

eintragen, wo v, eine reguldre Potentialfunktion sein mége. Damit 
die Formel anwendbar wird, mu8 man einen Bereich zugrunde legen, 
in welchem der Punkt (&, 7) nicht enthalten ist. Einen solchen kann 
man aus einem Bereich B, welcher é, 7 enthalt, dadurch herstellen, daB 
man aus ihm eine geniigend kleine Kreisscheibe mit dem Mittelpunkt 


£, weglaBt, ittber deren Rand dann auch das Kurvenintegral zu er- 
strecken ist. Somit folgt aus der GREENschen Formel 


f (09 — 182) as + [ ($u$) as =o. 
t x 


1 Eine im abgeschlossenen Bereich B zweimal stetig differenzierbare Losung 
von Au = 0 nennen wir eine regulare Potentialfunktion. 
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Dabei ist das erste Integral iiber den Rand © des Bereiches B, das 
zweite iiber den Kreis zu erstrecken (Abb. 19). Das Kreisintegral ist 


aber : 
nis a 1 ( Ou 1 221| 
{log E53 u& (logt)\rap + { [434 — radQ. 
0 


Fir 7 —> 0 ist r-log—- > 0. Daher wird 


pares 


fiir y-> 0 der erste Summand des ersten 
Integrales zu Null. Es ist aber 


ye log(—)>1 fiir 7 >0 


und daher wird bei diesem Grenziibergang 
der zweite Summand des ersten Integra- 
les 22u(, 7). Das letzte Integral endlich 
wird fiir ry-+0 wieder Null. Da dabei 
; aber das tiber den Rand © erstreckte 
Integral nicht beeinflu8t wird, so kommt heraus 


(6) u(é.) = ~ 7, (oft —u Seas. 


Abb. 19. 


Somit sind wir in der Lage, eine Potentialfunktion 1m Inneren eines 
Bereiches durch ihre Werte und die Werte ihrer Ableitungen am Rande 
des Bereiches darzustellen und wir sind im Einklang mit dem Satze 
von S. 340, wonach die Lésung durch einen Streifen bestimmt sein 
muB. Die Funktion ist, wie wir wenigstens fiir analytische Streifen 
noch von damals wissen, durch diesen Streifen eindeutig bestimmt. 
Das hat aber hier zur Folge, daB man den Randstreifen einer Potential- 
funktion, welche im Inneren von B regular sein soll, nicht beliebig 


vorschreiben kann. Denn auch die Funktion log — mit Unstetigkeits- 


punkt im Bereichinneren ist ja durch ihren Randstreifen bestimmt. 
Zu diesem geho6rt also keine im Inneren des Bereiches regulare Potential- 
funktion. Es erhebt sich also die Frage, zu welchen Randstreifen Potential- 
funktionen gehdren, welche im ganzen Bereichinneren reguldr sind. Die 
Antwort auf diese Frage gewinnt man durch weitere Spezialisierung 
der Funktion v, die bisher bis auf ihre logarithmische Unstetigkeit 
ganz willktirlich war. Ware es méglich, sie so einzurichten daB sie am 
Rande verschwindet, so wiirde sich die Formel 


(7) “(&, n) = 35 ue ds 


ergeben, und wir hatten den Satz, daB eine in B und an seinem Rande 
veguldve Potentialfunktion durch ihre Randwerte bestimmt ist. Eine solche - 
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Funktion v wollen wir als GrEENsche Funktion des Bereiches be- 
zeichnen. Wir schreiben 

v= G(x,¥; €, 7), 
um auch ihren Aufpunkt (&,7) kenntlich zu machen. Dort wird sie 
unendlich wie log—-, und am Rande verschwindet sie. Die Frage ist 
aber nun, ob eine solche GREENsche Funktion stets existiert. 


3. Prinzip des Maximums. Vor der allgemeinen Erérterung dieser 
Frage weise ich auf einen besonderen Fall hin. Es sei z. B. ein Kreis 
vom Radius R vorgelegt und é, 7 sei sein Mittelpunkt. Dann ist 


v=G(x,y; &,m) =log= (2 = (x —€2 + (y—7) 


a0 Ou u ; aa: : ‘ 
Dann wird om oa —= = + (weil m die innere Normale ist). Wir 
haben somit fiir den Wert einer Potentialfunktion im Mittelpunkt 


eines Kreises diesen Ausdruck durch die Randwerte 


2% 
(8) u(&, 7) = | wR: g)dg. 
0 


Der Wert im Mittelpunkt ist somit das arithmetische Mittel der Randwerte. 
Er ist daher stets kleiner als der gréBte Randwert und diesem nur:dann 
gleich, wenn die Funktion am Rande konstant ist. Schon diese Be- 
merkung gentigt nun aber, um tatsachlich zu beweisen, daB es nicht 
mehr als eine in einem Bereiche B regulare Potentialfunktion gibt, 
welche am Rande des Bereiches gegebene Randwerte besitzt, und welche 
im Bereiche und an seinem Rande stetig ist. Denn wenn uw, und u, 
zwei in B regulare Potentialfunktionen gleicher Randwerte sind, so 
ist 4, — wu, eine im Bereiche regulare einschlieBlich des Randes stetige 
Potentialfunktion, welche am Rande des Bereiches verschwindet. 
Ware sie nun nicht im Bereiche iberall Null, so miiBte sie in seinem 
Inneren ein Maximum oder ein Minimum haben und es ist keine Be- 
schrankung der Allgemeinheit anzunehmen, daB es ein positives Maxi- 
mum sei. Alsdann schlage man um eine Stelle, wo die Funktion diesem 
Maximum gleich ist, einen dem Bereiche angehorigen Kreis. Da sie 
im Mittelpunkt dem arithmetischen Mittel der Randwerte gleich ist, 
ihren gréBten Wert aber daselbst annimmt, so muB sie am‘Rande iiberall 
diesem gréBten Werte gleich sein. Da dies fiir jeden Kreis um den 
Maximumpunkt gilt, so ist sie im groBten um diesen in B schlagbaren 
Kreis konstant. Durch Heranziehung weiterer Kreisscheiben schlieBt 
man hieraus, daB die Funktion im ganzen Bereiche konstant sein muB. 
Da sie aber am Rande verschwindet und im abgeschlossenen Bereiche 
stetig ist, so muB sie auch im Inneren verschwinden. Eine im Inneren 


des Bereiches B regulire einschlieBlich des Randes stetige Potentialfunktion 
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ist also durch ihre Randwerte eindeutig bestimmt}. Die gleiche SchluB- 
weise fiihrt auch zu dem allgemeinen Satz, daB keine nichtkonstante 
Potentialfunktion im Inneren eines Regularitatsbereiches thren gropten 
oder kleinsten Wert annimmt. Es sei hervorgehoben, daB fiir diese 
letzten Ergebnisse durch unsere Beweisfiihrung die zu Beginn dieses 
Kapitels (§ 1) gemachten Annahme ittber w und B schon wesentlich 
gelockert erscheinen. 

Zur Entscheidung der Frage, ob eine Potentialfunktion durch ihre 
Randwerte bestimmt ist, haben wir die GREENsche Funktion in ihrer 
Allgemeinheit nicht nétig. Sie kann aber dazu dienen, die Funktion 
in ihrer Bestimmtheit durch die Randwerte wirklich aufzuschreiben. Da- 
bei erhebt sich aber dann die weitere Frage, ob etwa diese Randwerte 
willkiirlich vorgeschrieben werden kénnen, ob es also Potentialfunktionen 
gibt, die im Inneren von B regular sind, und die am Rande von B ge- 
gebene Werte haben?. 


§ 2. Die erste Randwertaufgabe. 


1. Das Potssonsche Integral. Die eben formulierte Aufgabe nennt 
man die erste Randwertaufgabe. Sie entspricht der ersten Randwert- 
aufgabe, mit der wir uns schon bei den gewoéhnlichen Differential- 
gleichungen befaBt haben. Damals waren bei der ersten Randwert- 
aufgabe die Werte der Funktion an den Randern (Enden) eines Inter- 
valles gegeben. Bei anderen Randwertaufgaben kamen auch noch die 
Randwerte der Ableitungen vor. Solche Probleme haben auch hier 
Analoga. 

Am einfachsten gelingt nun die Lésung der ersten Randwertaufgabe 
im Falle des Kreises. Ich wahle den Kreis |z|< R der komplexen 
z-Ebene (z = x + 7y) und befasse mich zunachst mit der Konstruktion 
der GREENschen Funktion. Man wird am leichtesten durch die folgende 
heuristische Betrachtung darauf gefiihrt: Es ist aus der Funktionen- 
theorie gelaufig, daB jede zweimal differenzierbare Potentialfunktion 
Realteil einer bis auf eine rein imagindre additive Konstante bestimmten 
analytischen Funktion der komplexen Variablen z = x + dy ist. So 
gibt es auch zur GREENschen Funktion G(x, y; é,7) eine konjugierte 
Potentialfunktion H(x, y; &,), so da®B G + 7H eine analytische Funk- 


1 Wird nicht Stetigkeit im abgeschlossenen Bereich verlangt, so gilt dieser 
Satz nicht, wie z, B. die Funktion u = J (z)= y, (¢ = ¥ +7y) in der Halbebene 
y > 0 lehrt. 

* Potentialfunktionen zu verlangen, die im abgeschlossenen B regular sind 
und die am Rande von B gegebene Werte besitzen, wiirde sich als eine zu weit- 
gehende Forderung erweisen. 

8 Sie ist somit beliebig oft stetig differenzierbar. Vgl. mein Lehrbuch der 

) Funktionentheorie 3. Aufl. Bd. I, S. 36. 
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tion f(z) ist. Auch e~/ = g(z) ist eine analytische Funktion und dann 
ist G = — log|(z)|. Somit ist p(z) eine im abgeschlossenen. Kreise 
regulaére analytische Funktion, welche an seinem Rande den konstanten 
absoluten Betrag Eins hat und welche im Punkte ¢ =& + in des- 
selben verschwindet. Denn jeder Nullstelle von p(x) wiirde eine Un- 
stetigkeitsstelle von G entsprechen. An der Stelle é hat’ eine einfache 
Nullstelle. Denn dort ist 


G = log = + regulaére Funktion. 
Also 
{(2) =G++tH = log 3 + regulaére Funktion. 
Also 
et) = o(2) = (z —O)(1+ Biz —O). 
% (ze —¢) bedeutet wieder eine Potenzreihe. 

y (z) hat dort zudem eine einfache Nullstelle und hat keine anderen 
Nullstellen im Bereiche. Die Funktion w = g/(z) leistet somit eine 
schlichte Abbildung? des Kreises auf den Kreis | w| <1. Daher muB 

R(z—6) 
R?—£z 
wiinschte lineare Funktion. Sie ist nicht die einzige, die unseren Zwecken 
gentigt. Man erhalt andere, wenn man die angegebene mit einer Zahl 
vom Betrage Eins multipliziert. Aber diese fihren natiirlich zu der- 
selben GREENschen Funktion. Fiir diese findet man somit die Dar- 
stellung 


(9) Ge, 9; & 1) = — log Ee (= 4). 


Man verifiziert leicht, daB die auf diesem heuristischen Weg gefundene, 
durch (9) dargestellte Funktion wirklich alle Eigenschaften der GREEN- 
schen Funktion besitzt. Als Realteil einer analytischen Funktion ge- 
nigt G der Gleichung a = 0, Bei.g=¢ ist 


g(z) eine lineare Funktion sein, und zwar ist y(z) = die ge- 


G= eee eer regulare Funktion. 
Am Rande ist G =0. Denn 4 ist |p| =1. Am Rande ist namlich 
z= Rel? Also 
Ae 
rye =s 


Re? — t 
Re*?-— 


et? Pm 
= |e pr 


[=1. 


1 Das ScHwarzsche Spiegelungsprinzip (vgl. mein Lehrbuch der Funktionen- 
theorie 3. Aufl., Bd. I, S. 225) lehrt, daB y(z) durch Spiegelung in das KreisauBere 
2 


analytisch fortgesetzt werden kann und daB es bei ra einen einfachen Pol hat, 


sonst aber regular ist. Also ist y(z) rational, wie jede bis auf Pole in der ganzen 
Ebene regulare Funktion. Da g(z) nur eine dazu einfache Nullstelle hat, so ist 
es linear. 
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Denn zwei konjugiert imaginare Zahlen haben denselben absoluten 
Betrag. Zur Lésung der ersten Randwertaufgabe durch die Formel (7) 
benotigen wir nun noch die Ableitung der GREENschen Funktion nach 
der nach innen gerichteten Normalen. 


Setzt-man z = re’”, so ist sc weiter nichts als die negative Ab- 
leitung von G nach 7, gebildet fiir y = R. Da liefert aber die Rechnung 
das Ergebnis 


(10) OGe) phe NG 


an Rlz—€P° 


Setzt man noch ¢ = ge*®, so kann man nach dem Kosinussatz der 
Trigonometrie auch schreiben: 

0G R?— 0? 

ane R(R?+ 0? —2 Ro cos (@— g)) 


und somit wird die erste Randwertaufgabe durch das folgende Poisson- 
sche Integral gelést: 
( (Ro) ulR, @) 
1 we) eso Ye 
(11) we, =o. | BE aeRp esa? 
U0 


Freilich ist diese Formel bisher nur unter der Voraussetzung be- 
wiesen, daB es eine regulére Potentidlfunktion gibt, welche die ge- 
gebenen Randwerte besitzt. Aber man kann nun nachtraglich unter 
ziemlich allgemeinen Annahmen itiber die Randwerte zeigen!, daB das 
Poissonsche Integral eine wenigstens im Bereichinneren regulare Po- 
tentialfunktion darstellt, welche die gegebenen Randwerte besitzt. Da- 
zu wurde z. B. die Annahme ausreichen, daB die Randwerte abteilungs- 
weise stetig sind. 


2. Existenzbeweis. Ich ziehe es indessen vor, auf einem etwas 
anderen Wege die Existenz einer Potentialfunktion mit gegebenen 
Randwerten nachzuweisen. Ich betrachte dazu eine analytische Funk- 
tion, deren Realteil die gesuchte Potentialfunktion mit den gegebenen 
Randwerten sein soll. Da diese .analytische Funktion nun im Kreise 
regular ist, so kann man sie in eine in diesem Kreise konvergente Potenz- 
reihe entwickeln. Dann hat man also eine Potenzreihe dieser Form 


(12) Dane” (a, =ai+tiav). 


Ihr Realteil ist die gesuchte Potentialfunktion. Fiir diese hat man 
daher die Reihe 


(13) > r" (a, COSn Y -- a sinn @). 


Fur 7 = R ist dies eine trigonometrische Reihe, welche die gegebenen 


1 Vgl. z.B. den in meinem Lehrbuch der Funktionentheorie Bd. II, S. 71 
durchgefiihrten Beweis. 
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Randwerte darstellt, falls Sie da noch konvergiert. Es ist auch leicht 
zu sehen, da8 jede Reihe (13) in ihrem Konvergenzkreis eine Potential- 
funktion darstellt. Ohne weiteres leuchtet das in dem Falle ein, wo 
auch die konjugierte Reihe 

(14) + Sir" (a, sinn p + ay cos n @) 


konvergiert. Dann ist namlich die Summe beider die Potenzreihe (12), 


_ welche eine analytische Funktion darstellt, deren Realteil jene Reihe 


ist. Nur dieser Fall ist fiir das Folgende nétig. Ich nehme nun an, die 
Randwerte seien so beschaffen, daB die sie darstellende FourRIER- 
sche Reihe (13) die nétigen Konvergenzeigenschaften hat. Das ist 
z. B. dann der Fall, wenn die Randwerte als Funktion von gy mit ihren 
Ableitungen der beiden ersten Ordnungen stetig sind. Alsdann folgt 
aus der Integraldarstellung der Koeffizienten, daB ihre Summe wie 


1 : : : : My ets 
yy >2 konvergiert*. Und daraus ergibt sich, daB® auch die konjugierte 


Reihe und damit die Potenzreihe im abgeschlossenen Kreise | z|< R 
gleichmaBig konvergiert. 

Daher konvergiert auch die Reihe, welche die Potentialfunktion 
darstellt, im abgeschlossenen Kreise |z|< R gleichmaBig und stellt 
daher eine im abgeschlossenen Kreise stetige Potentialfunktion dar. 
Sie besitzt daher die gegebenen Randwerte, und die Randwertaufgabe 
ist fiir diesen allerdings ziemlich speziellen Fall gelést. Dieser Weg 
ist mancherlei Verallgemeinerungen fahig. Ich will aber diesen Betrach- 
tungen nicht nachgehen, sondern nur noch das weitestgehende Resultat 
erwahnen, tiber das man heute verfiigt: Wenn die Randwerte durch 
irgendeine im LEBESGUESchen Sinne integrierbare Funktion gegeben sind, 
so stellt das Potssonsche Integral im Kreisinneren eine regulare Potential- 
funktion dar, welche bei radialer Anniherung an einen, nicht einer ge- 
wissen Ausnahmemenge vom MaB Null angehorigen Randpunkt den ge- 
gebenen Randwerten zustrebt. 


3. Allgemeine Bereiche. Soviel iiber die Lésung der ersten Rand- 
wertaufgabe fiir den Kreis. Nun ist leicht zu sehen, da8 damit die erste 
Randwertaufgabe auch fiir alle diejenigen einfachzusammenhangenden 
Bereiche gelést ist, die man auf die Flache eines Kreises so konform 
abbilden kann, daB8 dabei der analytische Charakter der Abbildung 
am Rande gewahrt bleibt. Dies trifft fiir alle von geschlossenen ana- 
lytischen Kurven begrenzte Bereiche zu. Denn wenn w = 9(z; ¢) 
diejenige analytische Funktion ist, welche den Bereich so auf |w| <1 
abbildet, daB dabei der Aufpunkt € in w =O itibergeht, so ist 
— log | y(z;¢| die GREENsche Funktion: des Bereiches, und man kann 
eine dem Porssonschen Integral ahnliche Formel ansetzen?. 


1 Vgl. meinen Leitfaden der Integralrechnung 3. Aufl. S. 81. 
2 Man vel. hier und im Folgenden Bd. II meines Lehrb. d. Funktionentheorie. 
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Man kann aber auch die Losbarkeit der Randwertaufgabe sofort fir 
alle die Bereiche erschlieBen, die sich so umkehrbar eindeutig kon- 
form auf eine Kreisflache abbilden lassen, daB die Abbildung im ab- 
geschlossenen Bereich stetig ist. Durch die Abbildung w = p(z; ¢) geht 
der Rand des Bereiches in stetiger Weise in die Peripherie des Kreises 
iiber. Die am Rande des Bereiches vorgeschriebenen Randwerte gehen 
somit in bestimmte Werte am Rande des Kreises tiber. Man lése mit 
diesen Randwerten die Randwertaufgabe fiir den Kreis. Diese Poten- 
tialfunktion ist Realteil einer analytischen Funktion y(w). Dann ist ° 
w{p(z; ¢)} eine im Bereiche analytische Funktion, deren Realteil eine 
Potentialfunktion ist, welche die gegetenen Randwerte besitzt. 


Da man nun aber heute aus der Theorie der konformen Abbildung 
weiB, da8 man jeden von einer JoRDANschen Kurve, d. h. einer stetigen 
Kurve ohne Selbstiiberschneidungen begrenzten Bereich auf einen 
Kreis so konform abbilden kann, da8 auch am Rande noch die Stetig- 
keit der Abbildung gewahrt bleibt, so ist auch fiir solche Bereiche die 
erste Randwertaufgabe lésbar, fiir Randwerte, welche den gleichen 
Bedingungen gentigen, wie sie beim Kreise angegeben wurden. 


4, Bemerkungen. 1. Dem direkten Beweis, da8 das Poissonsche Integral 
zum Beispiel fiir stetige Randwerte eine Potentialfunktion dieser Randwerte 
darstellt, liegen folgende Gedanken zugrunde. Zunachst ergibt sich durch Diffe- 
rentiation unter dem Integralzeichen, da8 eine Potentialfunktion vorliegt. DaB8 
sie aber die gegebenen Randwerte besitzt, zeigt man so: Durch konforme Ab- 
bildung wird aus einer Potentialfunktion wieder eine Potentialfunktion. Soll man 
nun in einem Punkte P, der einem Peripheriepunkte nahe liegt, die Potential- 
funktion berechnen, um zu erkennen, daB sie daselbst von dem vorgeschriebenen 
Randwerte nur wenig abweicht, so mache: man eine konforme Abbildung des 
Kreises, die P in den Mittelpunkt iiberfiihrt. Der Wert im Mittelpunkt wird dann 
das arithmetische Mittel der durch die Abbildung abgednderten Randwerte. Bei 
dieser Abbildung geht nun aber ein gewisses Kreisbiischel in die Geraden durch 
den Mittelpunkt iiber. Es sind die Kreise, welche durch P gehen und die Peri- 
pherie senkrecht durchsetzen. Die Winkel, welche sie in P miteinander bilden, 
sind den Winkeln ihrer geradlinigen Bilder im Mittelpunkt gleich. Je naher nun 
P an der Peripherie liegt, um so gréBer ist der Winkelraum derjenigen Geraden, 
welche aus Kreisen hervorgehen, welche in der Ndéhe von P die Peripherie treffen. 
Die verpflanzten Randwerte werden also auf sehr groBen Bogen der Peripherie 
nahezu dem Wert gleich sein, welcher in dem P benachbarten Peripheriepunkt 
vorgeschrieben ist, und das arithmetische Mittel wird also auch diesem Wert um 
so mehr gleichkommen, je naher P an dem Rande liegt. 

2. H. A. ScHwarz, dem die Theorie der Potentialfunktionen so viel zu danken 
hat, hat als erster die Lésbarkeit der Randwertaufgabe fiir allgemeinere Klassen 
von Bereichen auf einem Wege erkannt, den wir noch kurz skizzieren wollen. 
Es ist die beriihmte Methode des alternierenden Verfahrens. Sie ist auf Bereiche 
zugeschnitten, die man mit endlich vielen anderen dachziegelartig so bedecken 
kann, daB fiir jeden dieser Ziegel die Randwertaufgabe losbar ist. Die Ziegel diirfen 
dabei nicht iiber den Bereichrand hiniibergreifen. Die Methode ist also z. B. 
anwendbar, wenn der Rand aus endlich vielen Bogen analytischer Kurven be- 
steht. Denn eine analytische Kurve ist dadurch definiert, daB man sie durch eine ~ 
in ihrer Umgebung analytische Funktion auf ein Stiick einer geraden Linie ab- 
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bilden kann’. Dadurch geht aber auch ein gewisser an einem gentigend kleinen 
Bogen derselben nach dem Bereichinneren zu gelegener Bereich in einen Halb- 
kreis iiber, den man dann leicht auf einen Vollkreis abbilden kann. Nehmen wir 
also nun einen Bereich an, der von endlich vielen solcher Ziegel bedeckt ist. Dann 
ist offenbar nur zu zeigen, da8 man auch 
fiir einen aus zwei solchen Ziegeln auf- 
gebauten Bereich die Randwertaufgabe 4 
lésen kann. Und da setzt nun das alter- : 
nierende Verfahren ein. In Abb. 20 sind 
zwei solche Dachziegel gezeichnet. Wir 
sehen vier Kurvenstiicke. Auf L, und Ly’ 
sind Randwerte gegeben, zu denen eine 4 
im groBen Bereich regulare Potentialfunk- 
tion konstruiert werden soll. Man gebe 
zunachst auf L, irgendwelche Randwerte Abb. 20. 
vor, so daB dann auf L, + Ly, eine ste- 
tige Randfunktion des linken Ziegels gegeben ist. Man bestimme die in diesem 
Ziegel regulare Funktion, welche die erwahnten Randwerte hat. Diese Funktion 
u, hat auf L, gewisse Werte, die die auf L4 schon gegebenen zu stetigen Rand- 
werten am rechten Ziegel erganzen. Mit diesen Randwerten lése man fiir den rech- 
ten Ziegel die Randwertaufgabe und erhalt eine Funktion u,, die wieder auf L, 
gewisse Werte’ hat, die die auf L, gegebenen zu Randwerten am linken Ziegel 
erganzen. Mit diesen lése man wieder die Randwertaufgabe fiir den linken Ziegel 
und fahre so immer mit beiden Ziegeln abwechselnd fort. Dann konvergieren die 
so erhaltenen Potentialfunktionen in einem jeden Ziegel gegen eine Potential- 
funktion, und beide Grenzfunktionen stimmen in dem, beiden Ziegeln gemein- 
samen Gebiete iiberein, so daB wir also eine im groBen Bereich regulare Potential- 
funktion mit den gegebenen Randwerten erhalten haben. 

3. Alter noch als diese Methode ist die Methode des DiricuiEtschen Prinzips. 
Sie beruht auf der Betrachtung des Variationsproblems 


D (u, u). “Se + ($2) bax dy = Min. 


Die Aufgabe ist die: Man soll eine in einem Bereich B zweimal stetig diffe- 
renzierbare Funktion finden, welche diesem Integral einen kleineren Wert erteilt 
als alle anderen zweimal stetig differenzierbaren Funktionen, welche am Rande 
von B dieselben Werte haben wie die gesuchte. Wenn es eine solche Lésung gibt, so 
-schlieBt man ahnlich wie auf S. 191/192, daB die betreffende Funktion der Gleichung 
Au = 0 geniigen muB. Es ist aber nicht von vornherein einleuchtend, daB es 
unter allen Funktionen gegebener Randwerte eine gibt, welche dem Integral 
einen kleineren Wert erteilt als die iibrigen. SchluBmethoden, weiche von der 
Evidenz dieser Tatsache ausgingen, wurden durch die Kritik von WEIERSTRASS 
zu Fall gebracht. Inzwischen aber ist es im Anschlu8 daran HILBERT gelungen, 
den fehlenden Existenzbeweis nachzutragen. Es gibt somit unter allen in. einem 
Bereiche zweimal stetig differenzierbaren Funktionen mit gegebenen Randwerten 
eine, welche dem DiricHLetschen Integral einen mdglichst kleinen Wert erteilt. 
Das ist die Potentialfunktion, welche diese Randwerte besitzt. Auf den Beweis - 
will ich nicht naher eingehen, zumal ja ein anderes Buch dieser Sammlung sich 
ausfiihrlich mit diesen Dingen beschaftigt. (Vgl. CourANT-HILBERT: Methoden 
der mathematischen Physik.) 

Sehr einfach ist es allerdings, einzusehen, daB eine am Rande regulare Potential- 


1 Thre Koordinaten sind also analytische Funktionen eines reellen Parameters ¢. 
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funktion dem DiricuiEetschen Integral einen kleineren Wert erteilt, als jede 
andere regulare Funktion gleicher Randwerte. Denn sei u eine Potentialfunktion 
und «++ v irgendeine andere regulare Funktion gleicher Randwerte, also v = 0 
am Rande, dann ist 

D(u+v, ut+v) = D(u,u) + 2D (u,v) + D(v,v). 
Hier ist io 

D (u,v) =ff (Ug*V_ + UyVy) ax dy 

gesetzt. Nun ist aber nach S. 366 


Sf (UgV_ + U,Vy) ax dy =fv(u,dy —u,dx) = ff Au-p dx dy. 


Hier ist das Linienintegral tiber den Bereichrand zu erstrecken. Da hier v = 0 

ist, so ist es Null, und wegen Au =O verschwindet auch das Doppelintegral. 

Also ist 
D(u+v,u+v) = D(u,u) + D(v,v) > D(u,4). 


4. Auf einem ganz anderen Wege haben. kiirzlich PERRON und REMAK die 
Randwertaufgabe gelést!. Sie gewinnen die Potentialfunktion als untere Grenze 
derjenigen stetigen Funktionen, die am Rande zu groBe Werte annehmen, und 
im Inneren eines jeden Teilkreises des Bereiches gréBer sind als das Potssonsche 
Integral, das auf dem Kreis mit der Funktion ibereinstimmt. 

5. Schon 1914 hat Le Roux? das Problem der Potentialtheorie aus dem 
analogen fiir Differenzengleichungen durch Grenziibergang behandelt. Dazu 
wird der Bereich mit einem Quadratnetz bedeckt und werden Funktionen ge- 
sucht, deren Wert in jedem Netzpunkt das arithmetische Mittel aus den Werten 
in den vier nachst benachbarten Nétzpunkten ist, wahrend in den am Rand 
des Netzes gelegenen Punkten vorgegebene Werte verwendet werden. 


5. Existenz der Greenschen Funktion. Durch eine jede dieser 
Methoden erscheint nun auch die Existenz der GREENschen Funktion 
von Au = 0 sichergestellt. Denn nach ihrer auf S. 369 gegebenen Defi- 
nition lauft ihre Bestimmung auf die Berechnung einer im Bereiche 


regularen Funktion hinaus, deren Randwerte die von log — zu Null 


erganzen. Mit der Losung der ersten Randwertaufgabe ist also auch 
die Existenz der GREENschen Funktion gesichert. Sie spielt fiir die 
Gleichung Au =0 eine analoge Rolle, wie die friiher eingefihrte 
GREENsche Funktion eines Randwertproblemes einer gewdéhnlichen 
Differentialgleichung. Eine Anwendung mag das noch erharten. Es 
mége sich darum handeln, diejenige Lésung der inhomogenen Gleichung 


(15) Au = f(x,'y) 


zu bestimmen, welche am Rande des Bereiches gegebene Werte be- 
sitzt. Zu dem Zweck bezeichne ich mit “, die Potentialfunktion, welche 
diese Randwerte besitzt, und setze u =u)+u,. Dann geniigt u, 
wieder der Differentialgleichung (15) und hat die Randwerte Null. 
Nur um die Bestimmung von w, handelt es sich also noch. Ich kniipfe 
an die GREENsche Formel S. 366 an und setze darin fiir « die gesuchte 


} PERRON: Math. Zeitschr. Bd. 18. 1923: Remax: Math. Zeitschr. Bd. 18. 1924. 
® Liouv. Journal t10 (1914). 
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Lésung 4, von (15) ein, fiir v wahle ich die GREENsche Funktion, die ich 
F c 1 : 
wieder in der Form G = log — + v, schreibe. Dann mu8 man zunachst 


wieder um den Aufpunkt (&, ») der GREENschen Funktion einen kleinen 
Kreis schlagen, sein Inneres vom Bereich weglassen, im Doppelintegral 
iiber diesen Restbereich und im Kurvenintegral iiber seinen vollen 
Rand integrieren. Das Kreisintegral wird ganz auf dieselbe Weise wie 
S. 368 berechnet, und man findet dafiir den Wert 


2 7 Uy (€, 7) . 
Das. Randintegral wird zu Null und das Doppelintegral zu 


—JfG-faxdy, 


und so hat man diese Darstellung der Lésung unserer Aufgabe 


wn) =— gt | [ 6le.9: 8m fee vd aeay, 


Sie ist abgeleitet unter der Voraussetzung, daB eine regulare Lésung 
existiert und daB die GREENsche Funktion am Rande regular ist. 
Man kann aber hinterher verifizieren, daB wu, der Differentialgleichung 
unter viel allgemeineren Voraussetzungen gentigt. Das gelingt durch 
direktes Differenzieren, wie der Leser selbst nachpriifen mége. 


§ 8. Die Differentialgleichung 41+A0=0. 


1, Zusammenhang mit der Theorie der Integralgleichungen. Wir legen 
uns fiir diese Differentialgleichung wieder die erste Randwertaufgabe 
vor. Von vornherein wird man erwarten, daB wie bei der ersten Rand- 
wertaufgabe bei gewéhnlichen Differentialgleichungen nicht immer eine 
nicht identisch verschwindende Lésung existiert. Wir kénnen mit Hilfe 
der uns zur Verfiigung stehenden Methoden einen vollen Einblick in 
die Verhaltnisse gewinnen. Nach den Schlu8betrachtungen des vorigen 
Paragraphen geniigt namlich jede im abgeschlossenen Bereiche B stetige, 
am Rande desselben verschwindende Lésung von 


(16) Au+iu=0 


der linearen homogenen Integralgleichung? 


(16" HG 1) = ae) [Oley Bo) wlo9) day. 


Aus der Theorie derselben folgt der volle Aufschlu8 tber unser 
Randwertproblem. Sie ergibt ein dhnliches Ergebnis wie dasjenige, 


1 Durch Differenzieren unter dem Doppelintegral kann‘ man hieraus den 
SchluB ziehen, daB u zweimal stetig differenzierbar ist. 
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welches uns bei der StURM-LiouUvitLEschen Aufgabe begegnete. Nur fur 
gewisse Werte des Parameters A, die sogenannten Ezgenwerte ist das 
Problem durch eine nicht iberall in B verschwindende, im Inneren 
zweimal stetig differenzierbare, im abgeschlossenen Bereich stetige 
Funktion lésbar. DaB diese Eigenwerte simtlich positiv sind, ist von 
vornherein leicht einzusehen. Denn nehmen wir an, zu einem negativen 
Werte von A gehére eine Eigenfunktion, welche im Bereiche irgendwo 
ein positives Maximum besitze. Dann ist einmal nach den Regeln der 
Differentialrechnung in diesem Punkte Mu < 0, andererseits aber wegen 
A <0 und u>0 auch Au <0, so daB an dieser Stelle die Summe 
beider nicht Null sein kénnte. Also sind alle reellen Eigenwerte positiv 
oder Null: 2 = 0 ist aber nach dem uns ttber Au = 0 bereits Bekannten 
sicher kein Eigenwert. Also sind alle Eigenwerte positiv. Die Eigenwerte 
A; sind weiter alle reell und haufen sich nirgends im Endlichen, ja sie 


1 : : : : ; 
sind so verteilt, daB » ri konvergiert. Dies sowie die Existenz der 


Eigenwerte entnehmen wir der Theorie der linearen Integralgleichungen. 
Wegen der sonstigen Behauptungen lese man E. ScHmipT: Annalen 
Bd. 63 nach. Das gilt auch fiir die in dem nun folgenden Absatz ange- 
fiihrten Tatsachen. Man vgl. auch CoURANT-HILBERT: Methoden der 
mathematischen Physik. 

Zu jedem Eigenwert gehdren endlich viele linear unabhangige 
Figenfunktionen, und man darf annehmen, daB dieselben zueinander 
orthogonal sind. Ebenso sind die zu verschiedenen Eigenwerten ge- 
hoérigen Eigenfunktionen orthogonal, d.h. es ist 


SJ Pn(*,¥) P(X, y) ax dy = 0, 


und man hat den Entwicklungssatz, wonach man jede zweimal stetig 
differenzierbare, am Rande verschwindende Funktion in eine nach 
Eigenfunktionen fortschreitende Reihe entwickeln kann. Denn jede 
zweimal stetig differenzierbare Funktion g(x, y), welche am Bereich- 
rand verschwindet, kann man mit Hilfe der GREENschen Funktion, also 
des Kernes der Integralgleichung, so darstellen 


e(é,n) = — SI G(x, E,n) f(x,y) dx dy. 
Dabei ist f(x, y) = Aq gesetzt. 


2. Differentialgleichung der schwingenden Membran. Ich will nun 
diese Folgerungen aus der allgemeinen Theorie durch ein weiteres Ein- 
gehen auf die Besonderheiten der Differentialgleichung (16) noch etwas 
erganzen. 

Zunachst will ich auf das physikalische Problem hinweisen, dem 
diese Differentialgleichung entspringt. Es ist das Problem der Schwin- 
gungen einer Membran, die an ihrem Rande eingespannt ist. An sich 
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werden diese Schwingungen durch die Differentialgleichung 
0? z ‘ 
PY = c* Az 
beschrieben. Dabei ist c? eine von Spanmungszustand und Material 
abhangige Konstante. Ahnlich wie S. 364 bei der schwingenden Saite 
fiihrt der Ansatz 
z= cos k(t 4- h) u(x, y) (& und / konstant) 


zur Trennung der Variablen. Er liefert fiir u(x, y) die Differential- 
gleichung 


k2 
Au+—s4, 


die also mit der hier betrachteten iibereinstimmt. 

Aus den hieraus gefundenen Einzellésungen, d. i. den Eigenfunktionen 
setzt man, genau wie bei der schwingenden Saite, allgemeinere Lésungen 
additiv zusammen. Dem Entwicklungssatz entspricht wieder die Auf- 
gabe, eine solche Lésung den Anfangsbedingungen anzupassen. 


3. Spezialfall des Quadrates. Des weiteren will ich in einem speziellen 
Fall die Lésungen des Problems wirklich angeben. Es sei der Fall 
der quadratischen Membran. Hier liegt es nahe, in (13) den Ansatz 
u = f(x)-g(y) zu machen. Man nimmt dabei an, daB das Quadrat 
parallel zu den Koordinatenachsen orientiert ist. 

Dadurch findet man fiir / und g die beiden Differentialgleichungen 


fet ty = .05e5. 2, “02g ae OF wo atp=4 
und schlieBt so, daB die folgenden Lésungen in Betracht kommen: 
u = (C,cosax + c,sinax) (d, cos by + d,sin by). 
Das Quadrat sei nun von den Geraden 
x~=0, y=0, n=, y= 


begrenzt. Sollen dann die Lésungen am Rande des Quadrates ver- 
_ schwinden, so zeigt sich, daB allein noch 


(17) c sinax sin by 


iibrig bleibt und da8B dabei a = m und 6 = sein muB, wo m und n 
ganze Zahlen sind. Fiir A kommen somit nur die Werte 
Ann =P + 0 

in Betracht. Das sind die Eigenwerte. Freilich steht zunachst noch 
dahin, ob wir so alle Eigenwerte gefunden haben. Dies aber folgt 
daraus, daB man willkiirliche Funktionen nach unseren Eigenfunktionen 
(17) entwickeln kann. Ein solcher Entwicklungssatz gilt ndmlich nach 
der Theorie der Integralgleichungen nur fiir das vollstandige System 
aller Eigenfunktionen. Tatsdchlich aber laBt sich ganz analog wie in 
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der Theorie der FourreRschen Reihen beweisen, daB man jede zweimal 
stetig differenzierbare Funktion /(x, y), welche am Rande.des Quadrates 
verschwindet, in eine Reihe 


{(%,y) = Dem, , Sin mx sin NY 


entwickeln kann, deren Koeffizienten 


Cm, 9 atic y) sin mx sinny dx dy 
00 


sind. Wir finden auch hier bestatigt, daB verschiedene Eigenfunktionen 
zueinander orthogonal sind, denn es ist ja 


Jf sin mxsinnysinkx sinlydx dy 
00 


ou: 


= Jf sin mx sin kxdx-fsinnysinlydy =O 
0 0 


falls entweder .m? + k? oder n? + /? ist. Zum gleichen Eigenwert 
A =m? + n® gehGren offenbar alle die Eigenfunktionen sin mx sinny, 
fiir welche A = m? + n® den gleichen Wert hat. Zur gleichen durch 
den Eigenwert bestimmten Schwingungsdauer gehéren daher oft mehrere 
linear unabhangige Eigenfunktionen. Auch deren lineare Kombinationen 
- gehéren zur gleichen Schwingungsdauer. Sucht man diejenigen. Stellen 
der Membran auf, fiir welche wahrend der ganzen Schwingung Ruhe 
herrscht, also die Knotenlinien der Schwingung, so erhalt man die in 
der Akustik unter dem Namen Klangfiguren bekannten Kurven, deren 
mannigfaches Aussehen dem Umstande entspringt, daB zu einem und 
demselben Eigenwert verschiedene Eigenfunktionen gehéren kénnen. 


4. Verteilung der Eigenwerte. Ich wende mich nun wieder allge- 
meineren Fragen zu und stelle mir die Aujgabe, AufschluB tiber die 
Verteilung der Eigenwerte und thre Abhangigkeit vom Gebiet zu gewinnen. 
Es handelt sich hier um die Ubertragung derjenigen Ergebnisse, welche 
wir friher anlaBlich des Oszillationstheorems iiber die Verteilung der 
Eigenwerte der Differentialgleichung y’’ + Aoy =0 gewonnen hatten. 
Neuerdings sind in der uns hier beschaftigenden Frage durch Arbeiten 
von WEYL! und CouRANT? erhebliche Fortschritte erzielt worden, um 
_ deren Darstellung es sich hier handeln soll. Ich berichte iiber die von 
CouRANT entwickelte Methode der Variationsrechnung. Diese Be- 
ziehungen zu einem Variationsproblem beruhen auf dem folgenden Satz: 
Denkt man sich die Eigenwerte der GroBe nach geordnet, und dabei jeden 


1 Weyl, H.: Math. Ann. Bd. 71; Crelles Journ. Bd. 141, 148. 
2 CouRANT, R.: Math. Zeitschr. Bd. 7. 
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Eigenwert seiner Vielfachheit! nach aufgeschrieben Ay <4,<..., so ist 
der n-te Eigenwert i, der kleinste Wert, welchen das D1RICHLETSche 


Integral 
D(¢, 9) = JI Gey (5)" Das 


annehmen kann, wenn zum Vergleich alle im abgeschlossenen Bereich 
stetigen und mit stetigen ersten und zweiten Ableitungen versehenen am 
Rande verschwindenden Funktionen zugelassen werden, welche den weiteren 
Bedingungen 


(18) SS pudxdy =0, (="] fae, eal) 
B 


(19) Sf @dxdy=1 
B 

gentigen. Die u; sind dabei die zu den i; gehorigen durch 
f fwdxdy=1 
B 


normierten Eigenfunktionen, wobei also jetzt jedem A, gerade eine Eigen- 
funktion zugeordnet ist. Das Minimum von D(g,q) wird fiir die n-te 
Eigenfunktion u, angenommen. 

_ Der Beweis dieses Satzes kann folgendermaBen gefiihrt werden: 
Aus (1) von S. 366 folgt? 


D(¢, Y= — Jf pApaxdy. 


Wir bedienen uns nun der sogenannten Vollstandigkeitsrelation der 
Integralgleichungstheorie. Sie lehrt, daB 


(20) ff pApaxdy = NJ fyudxdy- [fAg-udxdy. 
B a 
Allgemein lautet die Vollstandigkeitsrelation 
Q1) ffi ye(x.y)dxdy =Sffinjdudy [Jgudxdy. 
B 


Sie ergibt sich aus der Entwicklung von / nach den Eigenfunktionen 
(22)° f= 2 0; %. 
Denn hier ist wegen der Orthogonalitat derselben 


co, = ff fudxdy. 
B 


1 Das ist die Zahl der linear unabhangigen zu ihm gehorigen Eigenfunktionen. 
DaB diese Anzahl endlich ist, wird in der Theorie der Integralgleichungen be- 
wiesen. Man vgl. (16’). Siehe z. B. E. Scumrpt: Math. Ann. Bd. 63, S. 445. 

2 B mége wie S. 366 von endlich vielen analytischen Kurven begrenzt sein. 
Daran werde in der Folge festgehalten. 
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Multipliziert man (22) mit g und integriert ttber B, so hat man die 
Formel (21). Nun ist aber wegen des Verschwindens von g und u, am 
Rande nach der GREENschen Formel (3) von S. 366 


SfAp-u,dxdy =ffp-Au,dxdy = —ASSpudxdy. 
B B 


Somit wird ‘ 


(23) D (9, ) = SALI J pudx dy}. 
v 


Nun ist aber nach der Vollstandigkeitsrelation wegen (21) 
1 = ff gdxdy = Sf f pu, dx dy). 
B roa 
Weiter aber ist nach (18) 
Sf oudxdy =0 firii= 122.0001 ee 
B : 


Daher wird 
D(p, 9%) ZA, 

Das Gleichheitszeichen kann hierbei nur stehen, wenn in (23) nur 
eines der Integrale von Null verschieden ist, welche zu den /,, gleichen 
Eigenwerten gehéren. Dann ist aber wegen des Entwicklungssatzes 
eine der zugehorigen Eigenfunktionen, fiir die also allein das Minimum 
angenommen wird. CouRANnr hat diese schon langer bekannte Extremal- 
eigenschaft der Eigenfunktion so umgestaltet, daB sie fiir die weiteren 
Schliisse brauchbar wird. Sie krankt namlich noch an dem Ubelstand, 
da8 man zur Charakterisierung der n-ten Eigenfunktion sich auf die 
Figenfunktionen mit kleinerer Nummer beziehen mu8. Zu dieser Um- 
gestaltung gelangt man durch die folgenden Uberlegungen. Statt der 
Nebenbedingungen (12), (19) wollen wir der Funktion » die Zusatz- 
bedingungen (19) und 


(24) Sf eu adxdy =0 (i =1,2,...,n—1) 
; B 


auferlegen. Dabei sollen die v,; irgendwelche in B stetige Funktionen 
sein. Fir hiernach zulassige Funktionen  besitzt das Integral D(q, ¢) 
eine untere Grenze, welche von den v,...v,_, abhangt und daher 
mit d(v,...U,_,) bezeichnet werden soll. Dann ist 


d(v,. . 0,1) < A, = a (uy, . . rte a)e 
Zum Beweise ist nur zu zeigen, daB man bei beliebiger Wahl der 


V,...U,-, eine Funktion g bestimmen kann, fiir die D(y, y) SA, ist. 
Eine solche Funktion m kann man z: B. als lineare Verbindung 


(25) Y SC, Poss +e, Uy 


der u; herstellen. Denn die ihr aufzuerlegenden Bedingungen (24) und 
(19) bedeuten m —1 lineare homogene Gleichungen fiir die c,(i = 1, 
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2,...,m) nebst der Gleichung \¢; =1. Dem kann man aber durch 
passende c, stets geniigen. Die Funktion (25) verschwindet auch am 
Rande und ist wie die Eigenfunktionen u; zweimal stetig differenzierbar. 
Fiir sie wird aber nach (23) 


D (9, ) et, cj. 


Also ist D(y, py) SA, wegen 4; <A;,, und G+...+¢ = 1. So- 
mit haben wir den folgenden. Satz: Es seien v,...U,_, in B stetige 
Funktionen, und d(v,...vn_y) sei die untere Grenze der Werte, welche 
D(y, y) annimmt, wenn o irgendeine in B zweimal stetig differenzierbare 
am Rande verschwindende Funktion ist, welche den Bedingungen (19), 
(24) gentigt. Dann ist 1,, gleich dem Maximum, welches d(v,... _) 
bei beliebiger Wahl der v,...U,_, annehmen kann. Das Maximum wird 
erreicht fiir vy = Uy, .--, Vn-y, = Una, P = Uy. 

In diesem Satz kann man die Voraussetzungen noch ein wenig 
erweitern. Nach einer in der Variationsrechnung viel verwandten 
SchluBweise kann man namlich eine jede stetige abteilungsweise stetig 
differenzierbare Funktion beliebig genau approximieren, und daraus 
ergibt sich die Giiltigkeit des Satzes auch fiir solche Funktionen- 
klassen g, die zwar stetig, aber nur einmal abteilungsweise stetig diffe- 
renzierbar sind. 

Diesen Satz koppelt man nun nach Courant mit folgendem aill- — 
gemeinen Prinzip. Man stelle sich vor, daB man zur Konkurrenz nur 
solche Funktionen zulaBt, welche auBer den ihnen bisher auferlegten 
Bedingungen noch einigen weiteren gentigen. Innerhalb dieser engeren 
Klasse von Funktionen g werde das Maximum jener unteren Grenze 
gesucht. Fiir eine engere Funktionenklasse kann aber die untere Grenze 
nicht kleiner sein als fiir die weitere Funktionenklasse, und daher 
kann das Maximum der unteren Grenze nicht abnehmen. Ebenso 
nimmt das Maximum der unteren Grenze nicht zu, wenn die Kon- 
kurrenzbedingungen fiir p erleichtert werden, d. h. wenn umfassendere 
Funktionenklassen zur Konkurrenz zugelassen werden. 

Aus diesen Betrachtungen kann man nun den SchluB ziehen, daB 
bei VergréBerung des Gebietes die Eigenwerte nicht zunehmen. Betrachtet 
man namlich zwei Gebiete B, und B,, von denen das zweite ein Teil 
des ersten sein mége, und die beide den bisher immer gemachten Voraus- 
setzungen geniigen-médgen!. Dann kénnen die in B, zweimal stetig 
differenzierbaren Funktionen g, welche am Rande von B, verschwinden, 
offenbar aufgefaBt werden als Funktionen, welche in dem gréferen 
Gebiete B, abteilungsweise stetig differenzierbar sind, dazu aber am 
Rande von B, und in dem nicht zu B, gehérigen Teile von B, ver- 
schwinden. Das ist eine engere Funktionenklasse als die zur Definition 


* 1 Man vel. z. B. FuBnote ! auf S.381. 
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der Eigenwerte fiir B, benutzte. Daher sind die Eigenwerte des kleineren 
Gebietes sicher nicht kleiner als die Eigenwerte des gréBeren. Genauer: 
der n-te Eigenwert des kleineren Gebietes ist nicht kleiner als der n-te 
Eigenwert des groBeren Gebietes. 

Man kann diesen SchluB fiir den Fall verallgemeinern, daB jenes 
Teilgebiet von B, nicht aus einem Sticke, sondern aus mehreren punkt- 
fremden Teilgebieten von B, besteht. Fir dieses aus mehreren Teilen 
bestehende Gebiet erhalt man aber die Eigenwerte als Gesamtheit der 
Eigenwerte der einzelnen Teilgebiete. Somit ist der u-te Eigenwert 
des groBen Gebietes nicht gréBer als die m-te Zahl in der Reihe der 
der GréBe nach geordneten Eigenwerte der Teilgebiete. 

Anders gewendet kann man sagen: Die Anzahl der unterhalb einer 
Schranke A liegenden Eigenwerte eines Gebietes B ist nicht kleiner als die 
Summe der entsprechenden Anzahlen fiir eine Menge irgendwie gewahlter 
punktfremder Teilgebiete. Zerlegt man insbesondere B durch stetig 
differenzierbare Jordankurven in eine Anzahl v von Teilgebieten und 
bezeichnet mit A(A) die Anzahl der zu B gehorigen Eigenwerte, die 
unter A liegen, mit A, (A) die Anzahl der zum k-ten Teilgebiet gehdrigen 
Eigenwerte, die unter A liegen, so ist nach dem bewiesenen 


(23) A,(A)+-+-+4,(4)S4(A). 


Wir schlieBen die Feststellung an, daf der n-te Eigenwert sich stetig 
mit dem Gebiete dndert. Dabei wird unter einer ,,Gebietsinderung unter 
e“ eine Abbildung 

a= «+ g(%,9), 

y=y + h(x,y) 
des abgeschlossenen Gebietes B auf ein anderes B’ verstanden, die jeden 
Punkt um weniger als e aus seiner Lage verschiebt und bei der sich 
die ersten Ableitungen von g und / von den ersten Ableitungen von 
x und y selbst um weniger als e unterscheiden. Dabei unterscheidet sich 
also die Funktionaldeterminante der Abbildung von 1 um weniger als 
eine mit ¢ gleichmaBig in B gegen Null strebende Zahl o (1)!. Jede 
in B erklarte Funktion geht bei der Abbildung in eine in B’ erklarte 
liber, und das DirtcuHietsche Integral der in B erklarten Funktion Y 
unterscheidet sich von dem D1rIcHLETschen Integral der in B’ erklarten 
transformierten Funktion g nur durch einen Faktor, der nach 1 strebt, 
wenn é — 0 konvergiert. Wenn namlich M die Funktionaldeterminante 
bedeutet, so wird 


Ds (9. 9) = Slee ds) + 3y'95} + ax'99t By t+ 95) bam 


(M = (1+ g,) (1 + h,) — gy Nz). 


1 Damit soll immer eine mit ¢ gegen Null strebende Zahl bezeichnet werden. 
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Also ° 
re) 
D3(9, %) = (1+ 0(1) Mile: oat ao} jax dy'+ o(1 IJ ox apes ay 


=(l ee 


Nun ist aber 
POP 
| asogde'd y SDz,(@, )- 


Dz (¢%, Y) = (1 + 0(1)) Dz, (9, ¢). 


Ferner wird bei der Transformation 


adx'd 
[J eravay— [font 
B Bi 
dx'dy! 
[foods dy =! fo, MT 
B Bi 


Nun ersetze man die Funktionen v, durch v; | M|-1 =v; und multi- 
pliziere g mit einem fiir ¢—>0 wenig von 1 verschiedenen konstanten 
Faktor — so entstehe m’ — daB wieder 


Jf grax ay = 1s 
Bi 


[Jo uax'ay =o (6 Ly Qive, % ck) 
BI - 


Also 


(¢ =1,2,...,n—)). 


gilt. Dann wird 
D3 (9%, v) = (1 + 0(1)) Dz, (¢’, ¢’). 


Da nun aber weiter mit den v, auch die v; alle méglichen Systeme 
zweimal stetig differenzierbarer Funktionen durchlaufen, so kann- sich 
das Maximum der unteren Grenze der rechten Seite von dem der linken 
nur um einen Faktor unterscheiden, der nach 1 strebt, wenn e>0 
riickt. Damit ist die stetige Anderung der Se Me) mit dem Gebiet: 
erkannt. 

Die gewonnenen Ergebnisse werden wir nun fir die Frage einer 
Abschatzung des n-ten Eigenwertes dadurch ausniitzen, daB wir das 
_Gebiet durch andere, bequemer zugangliche approximieren. Als solche 
bieten sich Quadratpackungen dar. Wir werden namlich jetzt gleich 
sehen, daB man fiir solche aus aneinandergelegten Quadraten aufgebaute 
Bereiche die Eigenwerte leicht abschatzen kann. 

Vorher muB indessen noch auf eine Verallgemeinerung hingewiesen 
werden, deren Beweis dem hier vorgefiihrten durchaus analog ist. 
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Diese Verallgemeinerung bezieht sich auf die zweite Randwertaufgabe, 
: a) 
bei der das Verschwinden der Normalableitung - am Rande gefordert 


wird. Die k-ten Eigenwerte kénnen auch bei diesem Problem ganz 
analog durch Extremaleigenschaften charakterisiert werden. Die be- 
treffenden Sdtze lauten ganz analog wie bei der ersten Randwert- 
aufgabe, nur daB der Funktion  stets die zweite Randbedingung auf- 
zuerlegen ist. 

Etwas mehr Aufmerksamkeit miissen wir auf die GréSenanderung 
der Eigenwerte bei Anderung des Gebietes verwenden. In der Tat 
liegen die Verhaltnisse durchaus anders wie bei der ersten Randwert- 
aufgabe. , 

Das Gebiet B werde durch gewisse stetig differenzierbare JORDAN- 
Kurven in eine Anzahl Teilgebiete B; zerlegt. Dann ist der n-te Eigen- 
wert i, der zweiten Randwertaufgabe des ganzen Gebietes micht kleiner 
als der n-te Wert in der Reihe der der GroBe nach geordneten entsprechenden 
Eigenwerte aller dieser Teilgebiete. Wahrend bei der Bestimmung von 
4, von den Vergleichsfunktionen auBer dem Verschwinden der Normal- 
ableitung am Rande von B die zweimalige stetige Differenzierbarkeit 
in B verlangt wird, lasse man jetzt zum Vergleich alle Funktionen zu, 
die zwar in den Teilgebieten B, stetig und abteilungsweise stetig differen- 
zierbar sind und deren Normalableitung an den Randern aller Teil- 
gebiete verschwindet. Beim Ubergang von einem Teilgebiet in ein be- 
nachbartes diirfen sie also einen Sprung erleident. Das zu diesem 
erweiterten Bereich von Vergleichsfunktionen gehérige Maximum der 
unteren Grenze sei 27. Dann ist jedenfalls nach S. 383 4’ <7. Die 
Zahl 4” erweist sich als die n-te Zahl in der Reihe der Eigenwerte der 
B,. Sie ist also nicht grdéBer als der n-te Eigenwert des Gesamtgebietes 
B. Das Ergebnis kann man auch so aussprechen: 


(24) At (4) ++ +++ Ar (A) 2 A*¥ (A). 


Hier ist Af(A) die Zahl der Eigenwerte der zweiten Randwertaufgabe 
von B,, welche unter A liegen. » ist die Zahl der Teilgebiete. A*(A) 
ist die Anzahl der Eigenwerte von B, die unter A liegen. 

Was weiter die stetige Abhaingigkeit der Eigenwerte vom Gebiet 
anlangt, so mu8 man bei der Ubertragung dieses Satzes auf die zweite 
Randwertaufgabe dafiir Sorge tragen, daB die Randkurven der approxi- 
mierenden Gebiete sich auch in ihren Richtungen approximieren. Dann 
1aBt sich der Satz wieder tibertragen. 

Wir sind nun auch imstande, die zu verschiedenen Randwert- 
problemen gehérigen n-ten Eigenwerte miteinander zu vergleichen. Hier 


1 Die Funktionen dieser erweiterten Klasse kénnen daher — anders wie bei 
der ersten Randwertaufgabe — nicht durch Funktionen der engeren Klasse be- 
liebig genau approximiert werden. 
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gilt der Satz, daB der n-te Eigenwert i, der ersten Randwertaujgabe nie 
Rleiner ist als der n-te k, der zweiten. Man nehme ein Teilgebiet B’ von 
B und 4) sei sein n-ter auf die erste Randwertaufgabe beziiglicher 
Bigenwert. In dem Extremalproblem nun, welches den n-ten Eigenwert 
k,, der zweiten Randwertaufgabe fiir B charakterisiert, werde der Funk- 
tion m die zweite Bedingung auferlegt, in B auBerhalb von B’ zu ver- 
schwinden. Dadurch wird das zugehérige Extremum nicht verkleinert. 
Es ist aber mit dem Eigenwert xi, identisch, der sich also als nicht 
kleiner wie k, erweist. Wenn man nun das Gebiet B’ hinreichend 
wenig von B’ verschieden wahlt, so ist auch 4’ von A, beliebig wenig 
verschieden. Also ist auch dieser 1-te Eigenwert von B bei der ersten 
Randwertaufgabe nicht kleiner als der -te Eigenwert von B bei der 
zweiten Randwertaufgabe. Ist A (A) die Zahl der Eigenwerte der ersten 
Randwertaufgabe unter A, A*(A) die Zahl der Eigenwerte der zweiten 
Randwertaufgabe unter A, so kann man das Ergebnis durch 
(25) A (A) < A* (A) 
ausdriicken. 

Nun sind wir geriistet, um zur Abschatzung der Eigenwerte zu 
schreiten. 

Wir hatten schon auf S. 379/380 die zur ersten Randwertaufgabe 
gehérigen Eigenfunktionen des Quadrates von der Kantenlange 1 be- 
stimmt. Durch ganz analoge Petashtuigen za wir bei einem 


Ix 
Quadrat der po See a die sin =" sin “— als Eigenfunktionen 


und die Zahlen s (12 +. m?), 1, m =1, 2,3... als Eigenwerte finden. 


Als Eigenfunktionen der zweiten Randwertaufgabe findet man auf dem 
mI 


gleichen Weg cos we C08 ea , und E (22+ m*),l,m=0,1,2.. 

sind die 1 Hivenwertt Die Zahl der Eigenwerte, die kleiner 
als A sind, ist also mit der Zahl der ganzzahligen Losungen der Un- 
gleichung 


az 
Bm? <A 


identisch. Dabei sind bei der ersten Randwertaufgabe nur solche 
Lésungen zu nehmen, deren ganze Zahlen beide gréfer als Null sind. 
Bei der zweiten Randwertaufgabe sind dagegen alle nichtnegativen 
Werte zu nehmen. Die. Anzahlen A(A) und A*(A) kann man leicht 
schatzungsweise bestimmen. Man findet 


A(A) = 2 A+ dcaya und A*(A) = HA+ ocai. 


Dabei ist c eine von a und A unabhangige Zahl, # und # liegen zwischen 
—1 und +1. Das erkennt man etwa so: Man denke sich in einem 


rechtwinkligen Koordinatensystem die Geraden parallel zu den Ko- 
25* 
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ordinatenachsen gezeichnet, welche diese Achsen in ganzzahligen Punk- 
ten treffen. Die Schnittpunkte dieser Geraden sind die Punkte mit 
ganzzahligen Koordinaten. Wir wollen sie tiblicherweise Gitterpunkte 
nennen. Die Frage ist nun, wieviele Gitterpunkte innerhalb des ersten 


2 
° . A a : : 
Quadranten im Kreise vom Radius Aa liegen, und je nachdem, ob 


es sich um A*(A) handelt oder um A(A), sind die am Rande des Qua- 
dranten gelegenen Gitterpunkte mitzuzdhlen oder nicht. Betrachten 
wir erst den Fall A*(A). Die Anzahl ist kleiner als der vierte Teil aller 
im Kreise gelegenen Gitterpunkte. Diese Anzahl ist nun aber gleich 
der Anzahl derjenigen Gitterquadrate, welche ganz dem Kreisinneren 
angehéren. Diese Anzahl ist aber gleich dem Kreisinhalt vermindert 
um die Anzahl derjenigen Quadrate, welche Punkte mit der Kreis- 
peripherie gemein haben. Diese Anzahl ist aber héchstens gleich dem 
Kreisumfang dividiert durch die Kantenlange des Quadrates, die aber 
hier Eins ist. Daraus flieBt sofort die fiir A*(A) angegebene Formel. 
Im Falle A(A) sind auBerdem noch die auf den Koordinatenachsen ge- 
legenen Gitterpunkte abzuziehen, deren Anzahl aber héchstens dem 
Radius des Kreises gleich ist, und das gibt wieder nur eine Anzahl yon 
der GréBenordnung a2. So folgt auch die fiir A (A) gegebene Formel. 

Nun betrachten wir ein Gebiet, das aus » Quadraten’der Kanten- 
lange a aufgebaut ist. Diese Quadrate seien Q, und A,(A) und Aj (A) 
seien die zugehérigen Anzahlen. Dann ist nach (23), (24) 


Ag, (A) + + +++ Ag, (A) < A(A) 
Ag (A) +++ ++ AQ, (A) < A*(A). 
Andererseits ist nach (25) A(A) < A*(A). Also haben wir 
‘Ag, (A) ++ +++ Aan(A) SA(A) S AG (A) +++ + + AG, (A). 
Daraus folgt aber — 
A(a) = A+ OCaYa. 


Hier ist f der Flacheninhalt des Gebietes, C wieder eine feste von a 
und A unabhiangige Zahl. @ aber liegt zwischen — 1 und + 1. 

Denkt man nun daran zuriick, daB die Eigenwerte stetig vom Ge- 
biete abhangen und daB man jedes Gebiet durch eine Quadratpackung 
approximieren kann, so ergibt sich fiir jedes Gebiet vom Inhalt f bei 
der ersten Randwertaufgabe 

/ 4(A) _ ff 
AMP RY Aer 
Erwahnt sei noch, daB diese asymptotische Formel unverdndert auch 
fir die Eigenwerte der zweiten Randwertaufgabe gilt, daB sich also. 
im asymptotischen Verhalten der Eigenwerte die verschiedenen Rand- 
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wertaufgaben gar nicht unterscheiden. Dieser Satz ist analog dem, den 
wir auf S$. 173 fiir die Eigenwerte SrurRM-LiouviLLEscher Randwert- 
probleme bewiesen haben. 


§ 4. Verallgemeinerungen., 


Die im vorstehenden gewonnenen Ergebnisse sind in vieler Be- 
ziehung typisch. Man kann sie zu erweitern suchen, z. B. durch Ver- 
allgemeinerung der zugrunde gelegten elliptischen Differentialgleichung, 
aus der wir ja immer die Glieder mit -den ersten Ableitungen weg- 
gelassen haben. Ferner sind Verallgemeinerungen moglich durch Heran- 
ziehung allgemeiner Bereiche, da wir uns ja bisher wesentlich auf ein- 
fach zusammenhangende, nicht zu kompliziert berandete beschrankt 
haben. Endlich kann man an die Betrachtung allgemeinerer Randwert- 
probleme herantreten. Wir haben uns ja im allgemeinen auf das erste 
beschrankt und nur gelegentlich andere erwahnt. Die Ergebnisse, die 
sich in diesen anderen Fallen erzielen lassen, sind mutatis mutandis 
die gleichen, wie wir sie in unseren Fallen gewonnen haben. Methodisch 
verlangen die allgemeineren Probleme manch anderes Hilfsmittel. 
Sukzessive Approximationen fiihren nun in gewissen Fallen, z. B. bei 
gentgend kleinen Bereichen, zum Ziel. Zugkraftiger ist diese Methode 
bei gewissen nichtlinearen Differentialgleichungen vom elliptischen 
Typus, aus denen ich z. B. die vielbehandelte Au =e“ nennen 
méchte. Das alternierende Verfahren bleibt gleichfalls anwendbar. 
Aber erschwert wird immer alles durch die Moéglichkeit, daB ge- 
rade fiir die vorgelegte Differentialgleichung das betreffende Randwert- 
problem nicht lésbar ist. Das hangt mit den Eigenwerten zusammen, 
die man erhalt, wenn man in die Differentialgleichung noch einen 
Parameter einfiihrt. Die Theorie der Integralgleichungen oder die 
Methode der unendlich vielen Variablen fiihrt hier tiberall zum Ziel, 
sobald man sich nur in’ diesen allgemeineren Fallen ein Fundament 
geschaffen hat, das in der direkten Behandlung einer Differential- 


gleichung vom Typus 
L (uw) = du + aS% 455% =0 


- besteht. Hier ist die erste Randwertaufgabe genau wie bei Au = 0 
stets lésbar, man erhalt eine GREENsche Funktion und kann dann an 


die allgemeinere Differentialgleichung 
L(u)+cu+d=0 


beispielsweise mit der Methode der Integralgleichungen erfolgreich 
herangehen. Der allgemeinste Satz, den man bisher fiir L(u) == 0 
erhalten hat, ist dieser: Vorgelegt sei ein beschrankter irgendwie — 
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nur niemals durch einzelne isolierte Punkte! — begrenzter Bereich B. 
In einem Kreise, der diesen Bereich umfaBt, sei eine zweimal stetig 
differenzierbare Funktion g(x, y) gegeben, die also am Rande des Be- 
reiches B gewisse Werte annimmt. Dann besitzt diese Gleichung L (uv) = 0 
genau eine im Bereiche B zweimal stetig differenzierbare Lésung, die 
im Bereiche und an seinem Rande stetig ist und am Rande mit der 
gegebenen  iibereinstimmt. Man verdankt dies Ergebnis wesentlich 
LEBESGUE und LICHTENSTEIN (vel. z. B. des letzteren zusammenfassende 
Darstellung in Bd. 15 der Sitzungsberichte der Berliner mathematischen 
Gesellschaft). Kiirzlich hat FELLER? durch Heranziehung differential- 
geometrischer Begriffsbildung gezeigt, wie man die Theorie beliebiger 
linearer elliptischer Differentialgleichung ganz parallel zur Theorie 
der Potentialgleichungen entwickeln kann. Fiir den Satz, daB bei be- 
liebigen (nichtlinearen) elliptischen Differentialgleichungen jede im ab- 
geschlossenen Bereich stetige Lésung durch ihre Randwerte eindeutig 
bestimmt ist, hat kirzlich EBERHARD HoprF in einer schénen Arbeit 
.einen tiberaus einfachen Beweis angegeben (Sitzungsberichte der preuB. 
Akademie der Wissenschaften 1927). 

Fir die zweite und dritte Randwertaufgabe laBt sich bei der Diffe- 
rentialgleichung L(u) =0 kein ganz so glattes Ergebnis aussprechen, 
weil fiir sie schon das Problem unlésbar sein kann. Statt dessen ist es 
dann natiirlich fiir jede zugehdrige inhomogene Gleichung lésbar, wie 
das ja zu erwarten ist. 

Will man die Theorie von (1) an die von Aw =O anschlieBen, 
so wird unter Verwendung der Formel (16’) von S. 377 auf die Integro- 
differentialgleichung 


1 0 ) 
wa — ZL [[Ce7:8, [aot +024 4 cu + dldxdy 
gefiihrt. 


1 Z.B. gibt es keine in 0 < %2 + y? <1 regulare Potentialfunktion, die in 
dem Kreis #2 + y? <1 stetig ist, fiir 72 + y2 = 1 den Wert Eins hat und die fiir 
#% = y = 0 verschwindet. Zu jedem ¢ > 0 gehérte dann namlich ein 7) (e), so daB 
die Funktion fiir #2 + y? = 72 einen Betrag unter ¢ hatte. Daher ware sie in dem 
Ring 7§ < y? + y2 <1 kleiner als die Potentialfunktion 


1og'2 + nog 


——____——-, wo 
(1 + n) log 7% 1+ 
und gréBer als die Potentialfunktion 


log “° +o log % 


“(I+o)logr, °° 1 fo 
Beide haben auf 7? + y?=1 den Wert 1. Auf #2 + y? = 7? hat die erste den 
Wert €, die zweite den Wert — e. Fiir e+ 0 gilt 7, > 0. Fiir jedes y + 1 streben 
aber beide Funktionen nach Null. Also muB auch die zwischen beiden gelegene 


gesuchte Potentialfunktion an jedem inneren Punkte des Bereiches verschwinden. 
* Math. Ann. Bd. 102 (1930). 


é. 
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IV. Kapitel. 
Parabolische Differentialgleichungen. 


§ 1. Existenz und Unitat der Lésungen. 


Die Theorie der parabolischen Differentialgleichungen ist bei weitem 
nicht so durchgearbeitet und entwickelt, wie die der hyperbolischen 
oder die der elliptischen. Schon bei den einfachsten Fragen der Existenz 
und Unitaét st68t man auf unerledigte Probleme. Ich will mich im 
folgenden damit begniigen, an Hand der Differentialgleichung der 
lineaten Warmeleitung einen Einblick in die Verhaltnisse zu geben. 
Es ist dabei keine Beschrankung der Allgemeinheit, wenn ich die 
Differentialgleichung 


Oru ou 
(1) Bethe aA 


zugrunde lege. Charakteristiken sind jetzt die Geraden ¢ = konst. Die 
Analogie der hyperbolischen Differentialgleichungen legt die folgende | 
Frage nahe: Man betrachte einen Bereich B, wie ihn 
Abb. 21 zeigt. Er ist auBer durch eine Charakteristik 
noch durch einen Kurvenbogen L begrenzt. Nach den 
allgemeinen Existenzsatzen ist eine Lésung der Glei- 
chung (1) jedenfalls bestimmt, wenn man einen nicht- 
charakteristischen Anfangsstreifen vorgibt. Die Lésung 
muB also bestimmt sein, wenn man langs L die Werte 


von “4 und von ae vorschreibt. Zundchst will ich auf 


einen merkwiirdigen Umstand hinweisen, welcher der 

Stellung der parabolischen Differentialgleichung zwi- 2 
schen den hyperbolischen und den elliptischen ent- Abb. 21. 
spricht: Es reichen naémlich manchmal die Werte von 

u selbst langs der Kurve hin, um die Lésung zu bestimmen, falls 
man noch die Zusatzforderung stellt, da8 sie in dem von der Kurve L 
und der Charakteristik begrenzten Bereiche und auf seinem Rand 
zweimal stetig differenzierbar sein soll. Auf der Charakteristik hat 
man also ebensowenig wie bei den elliptischen Gleichungen etwas vor- 
zuschreiben. Dort sind ja auch die Charakteristiken imaginar. Aller- 
dings ist die Lésung durch ihre Werte auf LZ nur in einem besonderen 
Fall bestimmt, nimlich dann, wenn die Kurve wie in der Abbildung 
links von der Charakteristik liegt. Liegt sie rechts, so ist die Lésung nicht 
bestimmt. Nach VoLTERRA, dem man diese Bemerkung verdankt, be- 
weist man die Unitat der Lésung im ersten Falle (Abb. 21) folgender- 
maBen. Man nehme an, es gabe zwei Lésungen, die im abgeschlossenen 
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Bereiche regular sind und auf L die gleichen Werte haben’. Dann 
verschwindet ihre Differenz u auf L und geniigt im abgeschlossenen 
Bereiche der Gleichung ra Demnach ist 


O74 
er (a — S) dxdt 


Daher muB uw = 0 sein auf der Charakteristik und a = 0 im Bereiche. 


Also ist u = 0 im Bereiche. 

Anders im zweiten Falle. Dann erscheinen die obigen Randintegrale 
mit entgegengesetzten Vorzeichen, und man kann daher nicht den 
gleichen Schlu8 ziehen. Betrachten wir z. B. die Lésung 

u = cosxe*— 4cos2xe*? 
der Gleichung (1). Sie verschwindet auf der Kurve 
1 1 cos2 % 
3 2 cosx# * 
Ein Stiick derselben ist in der schematischen Abb. 22.zur Anschauung 
gebracht. 

In den physikalischen Proble- 
men der Warmeleitung sind es an- 
dere Randwertprobleme, die im 
Vordergrund des Interesses stehen. 
Dort handelt es sich um die Warme- 

z leitung in einem langs der x-Achse 
erstreckten linearen Leiter. In die- 
sem Leiter ist « == /(%)~ Tin? =—0 
vorgeschrieben. 

Handelt es sich auSerdem um 
einen bei x =0 und x =/ begrenzten 

aioe: Leiter, so ist weiter noch der War- 

mezustand an den Enden fiir alle 

ren vorgeschrieben, also z. B. u(0, t) = y(t), u(l, t) = p(t). Durch 
diese Anfangsbedingungen ist im begrenzten Leiter die Lésung ein- 


x 


t=-7 


s Sind die Voraussetzungen nur im offenen Bereich erfiillt, so gilt der Unitats- _ 
satz nicht. Vgl. DortscH: Math. Zeitschr. Bd. 22, S. 299. 1925. 
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deutig bestimmt, falls wieder angenommen wird, daB sie in einem 
abgeschlossenen! Bereich 0 < x </, 0 <¢< T mit ihren Ableitungen 
der beiden ersten Ordnungen stetig ist. Ob es stets eine den Bedingungen 
geniigende Lésung gibt, soll uns hernach erst, im Anschlu8 an die Me- 
thoden zu ihrer wirklichen Aufstellung beschaftigen. Hier soll nun erst 
die Unitat der Lésung erértert werden. Man beweist sie folgendermaBen: 
Gabe es zwei Lésungen gleicher Anfangs- und Randbedingungen, so 
ware auch die Differenz eine Lésung, welche nun an den Leiterenden 
fiir alle Zeiten verschwindet und welche auch fiir ¢ = 0 verschwindet. 
Diese Differenzlésung werde mit u bezeichnet. Man betrachte das 
Integral 


1 
(2) 1 =| Pax. 
0 


Dann wird 


~{ (Geyer - { (8\ae, 


Demnach ist = <0 und weil J/(0) =0 ist, so ware J <0. Nach 
Formel (2) ist aber J => 0. Also mu8 J =0 sein. Also ist u =0. 


§ 2. Der lineare begrenzte Leiter. 


Ahnlich wie bei der schwingenden Saite bedient man sich am besten 
der Methode der Partikularlésungen, um in dem letztbehandelten Rand- 
wertproblem neben einem Beweis fiir die Existenz der Lésung auch diese 
selbst sofort zu gewinnen. Machen wir namlich in (1) den Ansatz 

; u = v(x) w(t), 


so erhalten wir 


ele 


—_ 
Vv 
und daher muB es eine Konstante A geben, so daB 
ov’ +Av =0, 
w +Aw=0 
ist. Somit sind die Funktionen 


u =(a,cos Ax + aysin J Ax) e~** 


1 Gilt die Voraussetzung nur im gegen ¢ = 0 offenen Bereich, so ist der Unitats- 
satz nicht richtig. Vgl. Dortscu: Math. Zeitschr. Bd. 22, S. 299. 1925. 
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Lésungen. Sollen sie fiir » =0 und fiir « =/ bei beliebigem ¢ ver- 


schwinden, so muB a, =0, A= ee (na 0, 1b, oa ec) eoeiis Urea 


Addition mehrerer Lésungen erhalt man neue riohentc Also ist 


n2 a2 
t 


u(x,t) =Sc,sin“=* +e 


eine Lésung, immer dann, wenn diese Reihe samt ihren in der Diffe- 
rentialgleichung vorkommenden Ableitungen fiir 0 < x </ und ein ge- 
wisses ¢-Intervall gleichmaBig konvergiert. Diese Lésung passe man 
nun dem Anfangszustand an. Fiir ¢ = 0 sollte u(x, 0) = f(x) sein. Das 
liefert die Gleichung 


fe) =S esi, 
und wir haben wieder AnschluB an die Theorie der FouRIERschen 
Reihen. 

Wenn die Enden nicht standig auf der Temperatur Null gehalten 
werden, sondern wenn etwa an dem Ende x = 0 die konstante Tem- 
peratur u) an dem Ende x =/ die konstante Temperatur 4, vorge- 
schrieben ist, so fiihrt der Gedanke, daB sich nach hinreichend langer 


Zeit eine proportionale Temperaturverteilung emstellen wird, dazu, die 
Lésung in der Form 


= th + (uy — Mm) + 


anzusetzen. Da aber, wie man sofort sieht, 


N 


My > (u, — Uo) 


selbst eine Lésung ist, so geniigt v der gleichen Differentialgleichung, 
und wir sind auf das gerade behandelte Problem zuriickgekommen. 
Denn v muB8 bei x =0 und bei x =/ fiir alle Zeiten verschwinden. 


§ 3. Der unbegrenzte Leiter. 


Hier soll langs der ganzen unbegrenzten x-Achse eine stetige Funk- 
tion {(*) gegeben sein, und es fragt sich, ob man stets eine Lésung 
von (1) finden kann, fiir die u(x,0) =/(x) ist, und weiter, ob diese 
Lésung eindeutig bestimmt ist. Man bedient sich einer Erweiterung 
der Methode der Partikularlésungen und schlieBt so: Die Funktion 


u=+te-% 
a yi 4t 
genigt jedenfalls der Differentialgleichung. Daher ist ey 
Can Us yj (@ia8)t 
(6) er 
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eine Lésung. Und daher diirfte 


der Differentialgleichung geniigen. Tatsachlich kann man nun, wie ich 
hier nicht naher ausfiihren will, unter der Voraussetzung eines stetigen 
und beschrankten /(x) beweisen, daB diese Funktion der Differential- 
gleichung geniigt und daB fiir ¢ > 0 gilt. 


{(x) = lim 


ef! oe 
t>o2) at 


Unser Problem ware damit gelést. Aber die Unitat der Lésung, die 
man nach physikalischer Analogie vermuten mochte, bleibt unbewiesen 
und ist auch nach der im vorigen Paragraphen benutzten Methode 
jedenfalls nicht ohne weitere Einschrankungen fiir die Anfangsfunktion 
{(x) zu beweisen. 

Ahnlich gelingt es auch, das im ersten Paragraphen schon erwahnte 
Problem der durch einen Anfangsstreifen bestimmten Lisung zu lésen. 
Wir kniipfen also wieder an den dort in Abb. 21 dargestellten Bereich 
an und werden zunachst eine GREENsche Formel fiir den Bereich ge- 
winnen. Wir bezeichnen 


und nennen 
Mv) = s+ 5, 
den adjungierten Differentialausdruck. Dann ist 
a) ) 
ik (v Q(u) — uM (v)) dé dt = [Sir (vt, — UU,) ae at 
= | (ome — uv,) dt + fue dé + fue dé. 
(és (7 t 

Nun wahle man als w eine Lésung von &(u) =0 und fiir v eine 

noch naher festzulegende Lésung von Jt(v) = 0. Dann wird 


uvdé= f (vu, — u“v,)dt + fuvdé. 
! Ge oe 


Kann man nun die Lésung v so wahlen, daB 


(3) | lim f wv dé = u(x,t). 
t>t* 


wird, so gewinnen wir eine Formel, die unser Problem lést. Wir wahlen 
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nach den Erfahrungen zu Beginn dieses Paragraphen 


v(é,t = > a 4 a(t— 7) . 


Wirklich 1aBt sich dann bei stetiger Funktion «(&,t) = /(&) (3) be- 
weisen. 
Daher finden wir 


u(x,t) = f (vm, — UVy) AT + fuvdé, 
(2 (4 


Es fallt auf, daB hier auch die Ableitung a vorkommt, wahrend doch 


im Falle der Abb. 21 die Lésung schon durch ihre Werte auf L be- 
stimmt war. Aber unsere Formel gilt ja allgemein, also auch fir den 
Fall der Abb. 22, wo die Kurve L rechts von der Charakteristik liegt. 
Offen blieb bisher noch die Frage, ob man im Falle der Abb. 21 
auf der Kurve L die Werte der Lésung als stetige Funktion beliebig 
vorschreiben kann, so da8 dazu immer eine im Gebiete regulaére Lésung 
dieser Randwerte gehért. Ich fiige an, daB der Beweis fiir die Existenz 
dieser Lésung unter gewissen Annahmen tiber L von HoiLmMGREN}, 
von E. E. Levi? und M. Gevrey® unter Heranziehung: von Integral- 
gleichungen erbracht wurde. 
_ Neuerdings hat W. STERNBERG‘ die S. 376 erwahnte PERRONsche 
Methode der Ober- und Unterfunktionen tibertragen®. 


1 Ark. mat. Bd. 3, 4, 5. * Ann. di mat., Folge 3, Bd. 14. 

3 Liouv. Journal (6) 9. 4 Math. Ann. Bd. 101. 1929. 

5 Vgl. auch F. BERNSTEIN u. G. DoETscH und G. DortscH: Math. Zeitschr. 
Bd. 22. 1925. 
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